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ВВЕДЕНИЕ


Курс «Прикладная механика» является комплексной общеинженерной дисциплиной. Основные задачи – изучение основ прочности и освоение расчетов на прочность и жесткость простых силовых элементов несущих конструкций, освоение общих принципов построения машин, механизмов, деталей и их проектирования, ознакомление с основами стандартизации и взаимозаменяемости.


Курс «Прикладная механика» состоит из двух частей:

1 – сопротивление материалов,
2 – теория механизмов и деталей машин.

Данные методические указания предназначены для изучения первой части курса  «Сопротивление материалов».


В результате изучения курса студент должен не только знать основные положения сопротивления материалов, теории механизмов и деталей машин, но и уметь выполнять необходимые расчеты и конструктивные разработки современных машин, способствующие улучшению производственных процессов с использованием различных средств механизации и автоматизации.


Данный курс основан на общенаучных дисциплинах (математике, вычислительной технике, теоретической механике, инженерной графике, материаловедении и т. д.) и он полностью используется в последующих специальных дисциплинах, изучающих машины, аппараты и другое оборудование с учетом специализации.

Контрольная работа включает 3 задачи. Задача контрольной работы содержит 10 вариантов. Для выполнения обязателен тот тип задания, который соответствует последней цифре шифра студента, и тот вариант этого типа, который соответствует предпоследней цифре шифра.

Например, студент, имеющий шифр 184893, должен выполнить контрольную задачу, соответствующую третьему типу варианта №9.
Если последняя цифра шрифта – нуль, то ему соответствуют задачи десятого типа. Если предпоследняя цифра нуль, то студент должен выполнить задачу варианта №10 своего типа. 

Для лучшего усвоения пройденного материала после изучения каждой темы необходимо ответить на вопросы для самопроверки, приведенные в методических указаниях.

1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ 

МАТЕРИАЛОВ

Сопротивление материалов – это наука об инженерных методах расчета отдельных элементов конструкций на прочность и жесткость.

Конструкция считается прочной, если размеры каждого ее элемента подобраны так, что способны воспринимать заданную нагрузку, не разрушаясь, с учетом требуемого времени работы. Жесткость конструкции обеспечивается, если под действием заданной нагрузки деформации не превышают допускаемые пределы.

Использование указанных методов расчета должно обеспечивать надежность работы конструкции и сочетаться с принципом экономичности ее изготовления и эксплуатации.

В сопротивлении материалов рассматривают типичные элементы конструкций: стержень, пластину, оболочку (рис.1). 
Внешние нагрузки, действующие на элементы сооружений, подразделяют на сосредоточенные и распределенные, статические и динамические. Все реальные силы – это силы, распределенные по некоторой площади или объему. Однако распределенную нагрузку на небольшой площади, размеры которой очень малы по сравнению с размерами всего элемента, можно заменить сосредоточенной равнодействующей силой, что упростит расчет. Распределенные нагрузки имеют размерность единицы силы, отнесенной к единице длины или к единице поверхности или объема. 
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Рис 1.  Модели формы конструкций:

 а – стержень, б – оболочка, в – пластина

Статическими нагрузками считают те, которые нагружают конструкции постепенно, и, будучи приложены к сооружению, они не меняются или меняются во времени незначительно. При действии статических нагрузок на конструкцию все ее части находятся в равновесии; ускорения элементов конструкции отсутствуют или настолько малы, что ими можно пренебречь. Если же эти ускорения значительны, т. е. изменение скорости движения элементов машины происходит за сравнительно небольшой период времени, то мы имеем дело с приложением динамических нагрузок. Примерами таких нагрузок могут служить внезапно приложенные нагрузки, ударные и повторно-переменные. Действие таких нагрузок сопровождается возникновением колебаний конструкций или сооружений. Вследствие изменения скорости колеблющихся масс возникают силы инерции, пропорциональные (согласно второму закону Ньютона) колеблющимся массам и ускорениям.

Методы расчета элементов конструкций излагаются на основе следующих упрощений и допущений: 
· материал тела имеет сплошное (непрерывное) строение, т. е. не принимается во внимание дискретная атомарная структура вещества; 
· материал тела однороден, т. е. обладает во всех точках одинаковыми свойствами; 
· материал тела изотропен, когда он обладает во всех направлениях одинаковыми свойствами;
· в теле до приложения нагрузки нет внутренних (начальных) усилий;
· результат действия на тело системы сил не зависит от порядка их приложения и равен сумме результатов действия тех же сил в отдельности.

В природе различают упругие и упругопластичные твердые тела. Упругое тело после снятия внешней нагрузки восстанавливает свои первоначальные размеры и форму. В этом случае деформация тела называется упругой. Упругопластичное тело восстанавливает свои первоначальные размеры и формы не полностью, т. е. имеет место остаточная деформация. В строительных сооружениях и машинах недопустимо появление остаточных деформаций.

2.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ПОЛОЖЕНИЯ ОПАСНЫХ  
СЕЧЕНИЙ  КОНСТРУКЦИЙ

Известно [6], что различают усилия внешние и внутренние. Внешние усилия (нагрузки) – это количественная мера механического взаимодействия двух различных тел. К ним относятся и реакции в связях. 
Внутренние усилия – это количественная мера механического взаимодействия двух частей одного тела, расположенных по разные стороны сечения, и вызванного действием внешних усилий. Внутренние усилия возникают непосредственно в твердом теле, которое деформируется.
На рис.2,а приведена расчетная схема бруса с произвольной комбинацией внешних усилий, но образующих равновесную систему усилий:
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При этом реакции связей определяются из известных уравнений равновесия (статики) твердого тела [6]:
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где х0 , у0 , z0 – базовая система координатных осей.

Мысленное разрезание бруса на две части произвольным сечением А (рис.2,а) требует выполнения условия равновесия для каждой из двух отсеченных частей (рис.2,б; 2,в). Здесь, как известно [1 – 4],  {S′ } и {S" } – это внутренние усилия, возникающие соответственно в левой и правой отсеченных частях вследствие действия внешних усилий. Причем, при соединении мысленно отсеченных частей, условие равновесия тела обеспечивается соотношением
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Так как исходная система внешних сил (1) эквивалентна нулю, получаем:

{S′} = – {S″} ,



  (3)
что соответствует четвертой аксиоме статики о равенстве сил действия и противодействия. 
Используя общую методологию теоремы Пуансо [6] о приведении произвольной системы сил к заданному центру и выбрав за полюс приведения сил центр масс сечения А'  точку С' (рис.3,б), систему внутренних усилий для левой части {S' } сводим к главному вектору 
[image: image11.wmf]'
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 и главному моменту 
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 внутренних усилий. Аналогичное приведение делается для правой отсеченной части, где положение центра масс сечения А″ определяется, соответственно, точкой С" (рис.2,в).

{ S′ } ~ { R′, L′0 }; 
   { S" } ~ { R", L"0 }. 

(4)

Здесь в соответствии с четвертой аксиомой статики по-прежнему имеют место следующие соотношения:

R′ = – R",

L′0 = – L"0.


(5)

Таким образом, главный вектор и главный момент системы внутренних усилий, возникающие в левой условно отсеченной части бруса, равны по величине и противоположны по направлению главному вектору и главному моменту системы внутренних усилий, возникающим в правой условно отсеченной части.

График (эпюра) распределения численных значений главного вектора и главного момента вдоль продольной оси бруса и предопределяют, прежде всего, конкретное решение задач обеспечения прочности, жесткости и надежности конструкций.

Определим способ нахождения компонент внутренних усилий, которые характеризуют простые виды сопротивлений: растяжение-сжатие, сдвиг, кручение и изгиб.

В центрах масс исследуемых сечений С' или С" зададимся соответственно левой (с', х', у', z') или правой (с", х", у", z() системами координатных осей (рис.2,б; 2,в), которые, в отличие от базовой системы координат x0 , у0 , z0 , будем называть следящими. Термин  обусловлен  их функциональным
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Рис. 2. Метод сечений:

а – расчетная схема бруса,  б – левая отсеченная часть,      
в – правая отсеченная часть

назначением. А именно: отслеживание изменения положения сечения А (рис.2,а) при условном смещении его вдоль продольной оси бруса, например, при 0 ≤ х(1 ≤ а , а ≤ x(2 ≤ b и т.д., где 0, а и b – линейные координаты границ исследуемых участков бруса.

Спроектируем главный вектор 
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 или 
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 и главный момент 
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 или 
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 на оси следящей системы координат (рис.2,б; 2,в):
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{N', Q'y , Q'z } ;
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{M'x , M'y , M'z } ;
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{N", Q"y , Q"z } ;
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{M"x , M"y , M"z } .            (6)
Эти проекции называются:

N – нормальная или продольная сила, возникает при центральном растяжении или сжатии;

Мx – внутренний крутящий момент, возникает при кручении;

Qz , Qу – поперечные или перерезывающие силы, возникают при сдвиговых деформациях;

Му , Мz – внутренние изгибающие моменты, соответствуют изгибу.

При этом знак проекций главного вектора и главного момента внутренних усилий на оси следящей системы координат соответствуют правилам статики (в теоретической механике). Сила положительна, если ориентирована вдоль положительного направления оси. Момент положителен, если направлен против часовой стрелки при наблюдении со стороны конца оси. 

Общее число внутренних усилий в статически определимых задачах – шесть – совпадает с количеством уравнений равновесия для пространственной системы сил и связано с числом возможных взаимных перемещений одной условно отсеченной части тела по отношению к другой. Эти перемещения могут наблюдаться при разрушении тела по этому сечению.

Соединение левой и правой мысленно отсеченных частей бруса дает систему внешних и внутренних усилий, которая с учетом равновесия каждой отсеченной части имеет вид:

{P1 , P2 , P3 , … , N', N", Q'y , Q"y , Q'z , Q"z , M'x , M"x , 
M'y , M"y , M'z , M"z , … , Pn-1 , Pn } ~ 0 .

       (7)

Анализ соотношения с учетом эквивалентности нулю исходной системы сил (1) дает:

{N', N", Q'y , Q"y , Q'z , Q"z , М'x , M"x , 
M'y , M"y , М'z , M"z }~0 .
        

(8)
Из 4-ой аксиомы статики (или равенства 3) приходим к известному принципу равенства по модулю и противоположной направленности всех одноименных компонент внутренних усилий. 

1)  {N', N"} ~ 0     →  N' = – N" ;

2)  {Q'y , Q"y } ~ 0 → Q'y = – Q"y ;

3)  {Q'z , Q"z } ~ 0 → Q'z = – Q"z. ;
    



4)  {М'x , M"x } ~ 0 → М'x = – M"x ;

5)  {M'y , M"y } ~ 0 → M'y = – M"y ;

6)  {М'z , M"z } ~ 0 → М'z = – M"z . 

            (9)
Поэтому искомые усилия определяют из соответствующих уравнений равновесия для любой из отсеченных частей, которые в следящей системе координатных осей приобретают вид:

1) 
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3) 
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x (Pi) = Mx + Mx(Pi) + … + Mx(Pk) = 0  →  Mx ;

5) 
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y (Pi) = My + My(Pi) + … + My(Pk) = 0 →  My ;

6) 
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z (Pi) = Mz + Mz(Pi) + … + Mz(Pk) = 0  →  Mz .    (10)
Здесь для простоты обозначений системы координат с' х' у' z' и с" х" у" z" заменены единой  c x у z.

Таким образом, метод построения эпюр внутренних усилий (в редакции освобождающей от механического запоминания правил знаков для внутренних усилий) включает этапы:

1. Определить реакции в связях по величине и направлению в базовой системе координат.

2. Определить количество участков бруса для использования метода сечений.

3. Мысленно разрезать брус в пределах исследуемого участка.

4. Изобразить по желанию левую или правую условно отсеченную часть.

5. Указать пределы изменения положения сечения (центра масс) вдоль продольной оси в базовой системе координат на этом участке.

6. Ввести в рассматриваемом сечении соответственно левую или правую следящую систему координатных осей.

7. Указать внутренние усилия (заменяющие действие условно отброшенной части бруса на рассматриваемую часть), взяв их положительными по направлению (в следящей системе координат).

8. Составить уравнения равновесия для рассматриваемой условно отсеченной части бруса в следящей системе координат.

9. Выразить из уравнений равновесия искомые внутренние усилия.

10. Вычислить значения искомых внутренних усилий на границах участков и, при необходимости, их экстремальные значения.

11. Выбрав масштаб усилий, выполнить построение эпюры в соответствии с полученными их абсолютными значениями и знаками.

Указанная последовательность действий, кроме этапа 1, составляет суть метода сечений (разреза), единственного для определения внутренних усилий. В нем этапы 3,4,7 и 8 являются ключевыми. Естественно, что все способы контроля достоверности нахождения искомых внутренних усилий сохраняются: по замкнутости векторных многоугольников сил и моментов как свидетельства равновесия, свойств функций и их производных при исследовании изгиба и т.д. [1,3,4].

При наличии распределенной нагрузки в соответствие с теоремой Вариньона [6] векторный момент равнодействующей распределенной системы сил относительно любой точки равен сумме векторных моментов всех составляющих сил этой системы относительно той же точки.

Эпюра внутренних усилий позволяет достаточно просто визуально найти положение опасного сечения, где действуют наибольшие по модулю внутренние усилия. В этом сечении наиболее вероятно разрушение конструкции при предельных нагрузках.

3. УСЛОВИЯ ПРОЧНОСТИ И ЖЕСТКОСТИ

Определение наибольших внутренних усилий не решает однозначно задачи расчета на прочность, так как за прочность конструкции отвечает не непосредственно усилие, а мера интенсивности этого усилия в поперечном сечении, то есть напряжение.

Механическое напряжение – это внутреннее усилие, приходящееся на единицу площади сечения. Оно измеряется в паскалях: 1Па=1Н/м2. В практических расчетах удобнее пользоваться краткой единицей – мегапаскаль.

1 МПа = 106 Па = 1 Н/мм2 ( 10 кгс/см2 = 0,1 кгс/мм2.

Если обозначить 
[image: image28.wmf]ср
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 – среднее напряжение в точке К на элементарной площадке ∆А (рис.3,а)
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где ∆R – равнодействующая внутренних усилий на площадке ∆А, то истинным полным напряжением в точке K будет
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Его проекциями на координатные оси являются, соответственно, нормальное (
[image: image31.wmf]s

) и касательные (
[image: image32.wmf]t

) напряжения:


[image: image33.wmf]}

,

{

~

,

XZ

XY

X

p

t

t

s

 .


(12)
В расчетах на прочность используются только эти два вида напряжений, так как материалы по-разному реагируют на них. Этим напряжениям соответствуют два вида деформаций, то есть изменений размеров и формы бесконечно малого объема: линейные ( (рис. 3,б) и угловые (сдвига) (  (рис. 3,в).

При расчетах инженерных конструкций в первую очередь проверяют их прочность. Для расчета на прочность конструкций необходимо:

1. Определить характер распределения внутренних усилий по длине бруса, то есть построить их эпюру и найти опасное сечение. 

2. Найти опасную точку в поперечном сечении и вычислить максимальные  напряжения  в  ней,  которые  равны  отношению внутреннего  усилия  к  соответствующему  геометрическому параметру поперечного сечения, зависящему от его формы и размеров.

3. Сравнить максимальные напряжения с допускаемыми для данного вида материала:


[image: image34.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

.

,

max

max

n

n

пред

пред

t

t

t

s

s

s

=

£

=

£

 
    (13)
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Рис. 3.  Напряжения и деформации:

а – нормальное и касательные напряжения в сечении;  

б – продольная и поперечная деформации;   в – деформация сдвига;  
 г – связь линейных и угловых деформаций

Здесь: 
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 – предельные или опасные напряжения для материала, при котором деталь перестает выполнять свои функции, то есть теряет прочность. Эти напряжения зависят от вида материала и определяются при механических испытаниях. Для пластичных материалов опасными являются напряжения текучести σТ, (Т, при которых резко увеличиваются пластические деформации при неизменной нагрузке. Для хрупких материалов в качестве опасного принимается предел прочности σВ, (В (временное сопротивление) – максимальное напряжение, которое способен выдержать образец из данного материала не разрушаясь;
 [n] – нормативный коэффициент запаса прочности. Вводится на основе опыта эксплуатации аналогичных конструкций, учитывает возможные неблагоприятные отклонения в работе конструкции от расчетных и вид, [n] >1;
[σ], [(] - допускаемые напряжения, которые определяются как конкретная доля предельных напряжений:
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 – для хрупкого материала.

Для стальных конструкций средние значения пределов составляют:  σт =240 МПа,  σВ =340 МПа,  (Т =120 МПа,  [n]=1,5 (по отношению к σТ и (Т), откуда  [σ]=160 МПа,  [(]=80 МПа.

По условию прочности возможно решение трех вариантов задач:

1.  Проверочный расчет – проверка выполнения условия прочности.

2.  Расчет на грузоподъемность – определение допускаемой (максимально возможной) нагрузки.

3.  Проектный расчет – определение размеров поперечного сечения.

При расчете некоторых конструкций одновременно с условием прочности или вместо него необходимо выполнение условия жесткости, то есть условия недопустимости больших перемещений. Перемещения поперечных сечений стержней определяются относительными деформациями материала всего стержня (линейными и угловыми) с учетом опорных условий. Относительные деформации зависят от соответствующих напряжений и косвенно от внутренних усилий, действующих в поперечных сечениях стержня. 

Относительная продольная деформация ε  (рис 3,б) вычисляется по формуле
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(14) 

где Δа – абсолютное удлинение,   а1, а0 – длина элемента в деформированном и начальном состояниях.

Относительная поперечная деформация (относительное поперечное сужение) (рис. 3,б) определяется в виде
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Между продольной и поперечной деформациями существует взаимосвязь вида
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где μ – коэффициент поперечной деформации (Пуассона), зависящий от вида материала; 
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.  Для стали среднее значение  μ =0,25.

В случае простого напряженного состояния упругие линейные ( (рис. 3,б) и угловые (  (рис. 3,в) деформации, описывающие изменения размеров и формы бесконечно малого объема нагруженного тела, определяют по закону Гука через нормальные и касательные напряжения:
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Здесь Е и G –модули упругости материала первого и второго рода соответственно. Например, для стали их среднее значение составляет  Е = 2(105 МПа,  G=8(104 МПа.

На рис. 3,г на примере напряженного состояния чистого сдвига показано, что линейные и угловые деформации бесконечно малого объема взаимосвязаны, так как здесь диагонали элемента имеют только линейные деформации: одна удлиняется, другая укорачивается. При этом величина деформаций и, соответственно, величина напряжений в нагруженном теле зависят от положения элемента тела (ориентации сечений). 

4. РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ

ПРИ ЦЕНТРАЛЬНОМ РАСТЯЖЕНИИ 
И СЖАТИИ

Схема нагружения.

Центральным растяжением или сжатием называют такой вид простого нагружения, при котором внешние силы направлены вдоль продольной оси бруса, а их точки приложения совпадают с центром массы сечений.

Внутренние усилия.

В поперечных сечениях бруса возникает только нормальная (продольная) сила N, которая в произвольном поперечном сечении численно равна алгебраической сумме проекций на его продольную ось х всех внешних сил, приложенных по одну сторону от рассматриваемого сечения (10, уравнение равновесия 1).

Между интенсивностью внешней продольной силы q и внутренней нормальной силой N имеется соотношение

dN(x)/dx = q(x).



(18)
Из геометрического смысла производной (первая производная равна тангенсу угла между касательной к кривой и осью абсцисс) следуют правила для проверки соответствия эпюры нормальной силы расчетной схеме:

1. Если на участке отсутствует распределенная нагрузка (q=0), то нормальная сила постоянна.

2. Если на участке имеется равномерно распределенная нагрузка, то нормальная сила изменяется по линейному закону.

3. В сечении, где приложена внешняя сосредоточенная сила, эпюра N имеет скачок на величину этой силы.

4. Эпюра должна выходить из нуля и уходить в нуль (вне твердого тела внутренней силы нет).

Напряжения.

Нормальные напряжения (  в поперечном сечении бруса, как интенсивность действия нормальной силы по сечению, в соответствии с гипотезой плоских сечений распределены равномерно (рис.4) и поэтому 
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где i – номер участка с соответствующей нормальной силой N и площадью сечения А. 
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	Рис. 4. Эпюра нормальных напряжений в поперечном сечении и  напряжения в наклонных сечениях при центральном растяжении


Условие прочности
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где [
[image: image48.wmf]s

] или 
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, зависящие от материала, берутся по справочникам.

Перемещения.

Расчет абсолютного удлинения (укорочения) бруса ведется по закону Гука по участкам:
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где Е – модуль продольной упругости (модуль упругости 1 рода или модуль Юнга), ( – относительное удлинение.

Если изменяется вдоль оси бруса площадь сечения или внутренние усилия, то 
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Закон Гука верен только при упругих деформациях, когда напряжения не превышают предела пропорциональности.

При расчетах на растяжение нормальная сила, нормальное напряжение и перемещение (удлинение) положительны, при сжатии – отрицательны. Здесь знак имеет физический смысл, так как за пределом текучести σТ поведение пластичных материалов и конструкций из них при растяжении и сжатии различается, а для хрупких материалов пределы прочности σВ и соответственно допускаемые напряжения [σ] при растяжении меньше, чем при сжатии.

Пример 1.

Для заданной расчетной схемы (рис5,а) ступенчатого бруса оценить прочность конструкции и определить абсолютное удлинение. Брус имеет по длине три участка.

1. Реакция опоры.

Определяется из суммы проекций сил на ось х (10, уравнение равновесия 1): 
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2. Внутренние усилия.

Эпюра внутренних усилий строится с применением метода сечений (рис. 2). Рассмотрим первый участок.
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Рис. 5. Центральное растяжение–сжатие (к примеру 1):

а – расчетная схема; б – рассматриваемые отсеченные 
части; в – эпюра нормальных сил; г – эпюра нормальных напряжений; д – эпюра продольных перемещений

Задаваясь нормальной силой N, положительной по направлению, получим
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Аналогично вычисляется нормальная сила и на других участках. В данном примере
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На рисунке 5,в приведена эпюра нормальных сил. 

3. Напряжения.

Расчет нормальных напряжений в поперечном сечении бруса ведется по формуле (19). Для рассматриваемого примера получим:
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Эпюра нормальных напряжений приведена на рис. 5,г.

Для оценки прочности при проверочном расчете величина максимального напряжения сравнивается с допускаемым напряжением: 
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Величина перегрузки 
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 в расчете по допускаемым напряжениям не должна превышать 5%.

Условие прочности позволяет также определять допустимую грузоподъемность системы:
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а также оптимальные размеры поперечного сечения (проектный расчет):
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4. Продольные перемещения.

Расчет удлинения бруса производится по закону Гука (21). Для рассматриваемого примера перемещение сечения А относительно 0 равно удлинению первого участка:
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Аналогично перемещение сечения В:
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Полное удлинение
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Эпюра перемещений приведена на рис. 5,д.

Характерно, что результат ΔlСВ = Δl3 = 0 не означает абсолютной неподвижности сечений на участке 3, они перемещаются относительно сечения 0 (сечения заделки).

Эпюры усилий, напряжений и перемещений могут быть определены или проверены достаточно оперативно, с использованием приема векторного замыкания эпюры N (рис. 5,в) и с использованием геометрического смысла (по площади) соотношения (19). А именно
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Здесь σi (li – площади участков эпюры нормальных напряжений.

Вопросы для самопроверки

1. Какие тела называют упругими и упругопластичными? 
2. В чем сущность метода сечений?
3. Что называют напряжением в данной точке сечения? 
4. Какие напряжения называют нормальными?
5. Какие деформации являются упругими, а какие остаточными (пластическими)?
6. Как формулируется закон Гука?
7. Как определяют допустимые напряжения?
8. Что называют коэффициентом запаса прочности?
9. Каково условие прочности при растяжении?
10. Что называют пределом прочности и пределом текучести материала?
11. Что называют относительным остаточным удлинением при разрыве?
12. Что называют коэффициентом Пуассона и чему он равен?
13. Какие материалы называют хрупкими, а какие пластичными? 
14. Как строится диаграмма растяжения?

5. СДВИГ И КРУЧЕНИЕ. 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ 
ПРИ КРУЧЕНИИ

        Сдвигом называют такой вид напряженного состояния, когда на гранях элемента действуют только касательные напряжения.  Деформации, возникающие при сдвиге, называют угловыми деформациями или углом сдвига. 

Схема нагружения.

Кручением называют такой вид простого нагружения, при котором внешние пары сил действуют в плоскостях поперечных сечений. Стержень, работающий на кручение, называют валом.
Внутренние усилия.

В поперечных сечениях вала возникает только крутящий момент Мх., который в произвольном поперечном сечении численно равен алгебраической сумме всех внешних моментов, приложенных по одну сторону от рассматриваемого сечения и вращающих вокруг продольной оси х.

Между интенсивностью внешнего скручивающего момента m и внутреннего крутящего момента M имеется соотношение

m(x) = dM(x)/dx,


(23)
Из геометрического смысла производной (первая производная  равна  тангенсу  угла  между   касательной   к кривой и осью абсцисс) следуют правила для проверки соответствия эпюры крутящих моментов расчетной схеме такие же, как для растяжения.
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	Рис. 6. Эпюра касательных напряжений в поперечном сечении  и напряжения в наклонных сечениях при кручении


Напряжения.

При кручении круглого бруса в поперечных сечениях действуют и подлежат определению касательные напряжения, меняющиеся вдоль радиуса по линейному закону (рис. 6):
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Здесь Mх – внутренний крутящий момент в сечении вала,  ρ – полярная координата произвольной точки в поперечном сечении, J0 – полярный момент инерции сечения, таким образом, в записи формулы использована полярная система координат.
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Наиболее опасными точками сечения вала, в которых действуют наибольшие касательные напряжения, являются точки около наружной поверхности (на контуре сечения), где 
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Следовательно,
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(25)
где W0 – полярный момент сопротивления сечения.
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Для кольцевого профиля (труба) с наружным диаметром D и внутренним d  соответствующие характеристики имеют вид
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EMBED Equation.3[image: image72.wmf].
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Условие прочности вала имеет вид
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где [(] – допускаемое касательное напряжение, которое определяется аналогично допускаемому нормальному напряжению или приближенно  [(] ≈ (0.5
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0.6)[σ].

Если необходимо определить диаметр вала из условия прочности (26), то решение проводится относительно момента сопротивления:
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Перемещения.

Определение полного угла закручивания вала или угла поворота сечения вокруг продольной оси х проводят по закону Гука при кручении, рад:
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где G (МПа) – модуль упругости материала второго рода (модуль сдвига, модуль Стокса),  i – номер участка.

Для валов с переменными параметрами перемещения вычисляются по формуле
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При расчете валов наряду с выполнением условия прочности может потребоваться выполнение условия жесткости. Условие жесткости заключается в том, что максимальный относительный угол закручивания θmax, то есть угол приходящийся на единицу длины вала, не должен превышать допустимых значений [θ].
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    (29)

Допустимый относительный угол закручивания устанавливается техническими условиями. Его величина для разных энергетических конструкций и различных режимов работы вала колеблется в достаточно широких пределах, рад/мм:
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По условию жесткости возможно решение тех же трех вариантов задач, что и по условию прочности.

Расчетное соотношение для определения диаметра вала из условия жесткости приобретает вид
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При расчете бруса на прочность (27) и жесткость (30) из двух найденных значений диаметра следует принять то, которое удовлетворяет обоим условиям надежности, то есть большее.

Диаметры вала в местах посадки на него различных деталей (дисков, шкивов, подшипников и т.п.) округляют до ближайшего стандартного значения.

Пример 2.

Для заданного вала (рис. 7,а), нагруженного скручивающими сосредоточенными и распределенными моментами, выполнить расчет на прочность и жесткость. Здесь принято М = m l.

1. Реактивный момент.

Вычисляется из уравнения равновесия – по условию равенства нулю суммы моментов относительно оси вращения (10, уравнение равновесия 4):


[image: image82.wmf].

0

3

=

+

-

+

=

å

M

M

ml

M

M

R

x


→


[image: image83.wmf].

M

ml

ml

ml

M

M

ml

M

R

=

=

+

-

=

-

+

-

=

3

3



[image: image84.png]M,
(TSI

201w,

3MIN2Gy) H Mif2GH)





Рис. 7. Кручение (к примеру 2):

а – расчетная схема; б – рассматриваемые отсеченные части; 
в – эпюра крутящих моментов; г – эпюра касательных напряжений; 
д – эпюра угловых перемещений

2. Внутренние усилия.

Вал имеет два участка. Следовательно, для построения эпюры внутренних крутящих моментов достаточно два раза применить метод сечений. 

Для первого сечения (рис.7,б) для левой части вала уравнение равновесия имеет вид
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(на эпюре наклонная прямая).

На первом участке границы изменения x1:   
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.  Подставляя эти значения, определяют величины моментов на границах участка:
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Аналогично на втором участке  
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или  
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  (для правой части вала).
 Эпюра внутренних крутящих моментов приведена на рис.7,в. Согласно указанным ранее правилам, на первом участке она ограничена наклонной прямой, а на втором – прямой параллельной оси. 

Из эпюры видно, что максимальное значение момента |Mmax| = 2M (а не 3M). Именно для этого опасного значения и проводится последующий расчет на прочность. 

3. Касательные напряжения.
Максимальные касательные напряжения вычисляются по формуле:
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В рассматриваемом примере эпюра максимальных касательных напряжений (рис. 7,г) качественно повторяет эпюру моментов Mx (рис. 7,в), так как вал имеет постоянное сечение по длине. 
Условие прочности проверяется для опасного сечения, которое находится на границе между участками:
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Если взять не сплошное, а кольцевое сечение, то при сохранении прежнего значения наружного диаметра, максимальные касательные напряжения существенно увеличиваются. Это объясняется уменьшением момента сопротивления.

Из условия прочности при кручении, как и при растяжении и сжатии, в зависимости от постановки задачи может быть определена допускаемая нагрузка:
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В рассмотренном примере │Mх│= 2М. Следовательно, допустимая нагрузка на вал
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Из условия прочности при кручении в зависимости от постановки задачи может быть определен диаметр вала из выражения (25).
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4. Угловые перемещения.

Определение полного угла закручивания вала или угла поворота сечения вокруг продольной оси х производят по закону Гука при кручении (28), рад:
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Для первого участка
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       (на эпюре парабола выпуклостью вверх):
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 Для второго участка
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Знаки перед слагаемыми соответствуют знакам внутренних крутящих моментов (рис.7,в).  Физически φ2 означает угол закручивания второго участка вала – угол поворота сечения В относительно А вокруг продольной оси под действием внешней нагрузки, а φВО означает угол поворота сечения В относительно жесткой связи 0. 

Эпюра перемещений приведена на рис. 7, д. На первом участке она ограничена выпуклой к оси абсцисс параболой, а на втором – наклонной прямой. Здесь, как и в случае расчета перемещений при растяжении, для проверки соответствия эпюры крутящих моментов расчетной схеме можно использовать геометрический смысл (по площади) эпюры моментов. 

Вопросы для самопроверки

1. Что называется абсолютным и относительным сдвигом?
2. Что называется законом парности касательных напряжений при сдвиге?
3. Как формулируется закон Гука при сдвиге?
4. Как связаны между собой модуль продольной упругости Е и модуль сдвига G?
5. Как производится расчет на прочность при сдвиге ?
6. Как распределены напряжения в поперечном сечении при сдвиге?
7. Что называют кручением?
8. Какие напряжения возникают в поперечном сечении круглого бруса при кручении?
9. Как определить величину напряжений при кручении? 
10. Как определить допустимые напряжения при кручении? 
11. Как определить полярный момент инерции и полярный момент сопротивления сечения при кручении? Какова их размерность?
12. Как определить угол закручивания бруса? 

13. Как записать условие прочности при кручении?
14. В чем заключается расчет вала на жесткость? 
15. Как рассчитывают валы на сложное сопротивление (изгиб совместно с кручением)? 

6. РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ
ПРИ ПРЯМОМ ИЗГИБЕ
Схема нагружения.

Прямой изгиб – это такой вид нагружения, при котором нагрузки действуют в одной главной плоскости бруса перпендикулярно к его продольной оси. Стержни, работающие на изгиб, называют балками. 

Внутренние усилия.

В поперечном сечении балок возникают два внутренних усилия: поперечная (перерезывающая) сила Qz и изгибающий момент My. 

Из уравнений равновесия для отсеченных частей (10, уравнение равновесия 3) по методу сечений следует, что поперечная (перерезывающая) сила Qz в произвольном поперечном сечении численно равна алгебраической сумме проекций на поперечную ось z сечения (являющуюся силовой линией) всех внешних сил, приложенных по одну сторону от рассматриваемого сечения. Для нее справедливо выражение

qz(x) = dQz(x)/dx =tg αQ ,


(31)
где  qz(x) – интенсивностью внешней поперечной силы,

αQ – угол между касательной к эпюре Q и осью абсцисс x.
Из метода сечений (10, уравнение равновесия 5) так же следует, что в произвольном поперечном сечении балки изгибающий момент My численно равен алгебраической сумме моментов всех внешних усилий, приложенных по одну сторону от рассматриваемого сечения, взятых относительно центра массы сечения. Для изгибающего момента справедливо выражение

Qz(x) = dMy(x)/dx =tg αM ,


(32)
где αM – угол между касательной к эпюре My и осью абсцисс x.
Из (31) и (32) следуют правила для проверки соответствия эпюр поперечной силы и изгибающего момента расчетной схеме:
1. Если на участке отсутствует распределенная нагрузка, то поперечная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону (на эпюре будет наклонная прямая).

2. Если на участке действует равномерно распределенная нагрузка, то поперечная сила меняется по линейному закону, а изгибающий момент – по закону квадратичной параболы. При этом парабола всегда обращена выпуклостью навстречу распределенной нагрузке.

3. В сечении, где приложена внешняя сосредоточенная сила, эпюра Q имеет скачок на величину этой силы, а эпюра М – излом.

4. В сечении, где приложен внешний сосредоточенный момент, эпюра М имеет скачок на величину этого момента. На эпюре Q это не отражается.

5. В торцевом сечении балки поперечная сила и изгибающий момент равны, соответственно, приложенным в этом сечении внешней сосредоточенной силе (активной или реактивной) и моменту сосредоточенной пары (активной или реактивной).

6. Если внешние силы направлены вниз, то при увеличении абсциссы х (начало отсчета слева) поперечная сила убывает. Если поперечная сила положительна, то при увеличении абсциссы х изгибающий момент возрастает.

7. В сечении, где поперечная сила переходит через ноль, изгибающий момент достигает экстремального значения.

8. Эпюры должны выходить из нуля и уходить в нуль (вне твердого тела внутреннего усилия нет).

Совместное построение эпюр позволяет лучше контролировать правильность их расчета. Опасное сечение находится по эпюре изгибающих моментов, так как он является при изгибе более опасным с точки зрения прочности внутренним усилием.

Напряжения.

Расчет на прочность при прямом изгибе основан на анализе работы опасного сечения конструкции. В общем случае (рис. 8) часть волокон бруса находится в растянутом состоянии, а другая (со стороны центра кривизны) в сжатом. Срединный слой (по оси х) не удлиняется и называется нейтральным слоем. В поперечном сечении  ему соответствует нейтральная линия. Максимальные нормальные напряжения возникают в наиболее удаленных от нейтральной линии точках сечения. Считая, что в общем случае прямого изгиба (Qz ≠ 0) расчетное соотношение для нормальных напряжений совпадает с соответствующим выражением для случая чистого изгиба (Qz(x) = 0, My(x) = const), на основании гипотезы плоских сечений получим
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  (33)
Здесь Jy , мм4 – осевой момент инерции поперечного сечения балки относительно  нейтральной  линии,  которая
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Рис. 8: Эпюра нормальных напряжений в поперечном сечении 
при прямом (чистом) изгибе

совпадает с главной центральной осью инерции сечения y,  zmах – координата точки (точек) сечения, наиболее удаленной от  нейтральной линии.

Формула записана в прямоугольной (декартовой) системе координат, в которой осями являются главные центральные оси инерции сечения. Частным случаем этих осей являются оси симметрии. Распределение нормальных напряжений по высоте сечения относительно нейтральной линии, представленное соотношением (33), не зависит от конфигурации сечения.

В сечениях, симметричных относительно оси у, │zmax│=│zmin│, и условие прочности при прямом изгибе получает вид
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Здесь  Wy = Jy /│zmax│, мм3 – осевой момент сопротивления сечения балки относительно нейтральной линии.

Для пластичных материалов, имеющих равные допускаемые напряжения на растяжение и сжатие, экономичной по расходу материала формой поперечного сечения балки является форма симметричная относительно нейтральной линии. Это профиль типа стандартного двутавра, швеллера и их комбинации с обязательной ориентацией нагрузки вдоль стенки профилей. Ориентация нагрузки параллельно полкам профилей нецелесообразна вследствие резкого снижения прочности и увеличения податливости.

При расчете балок, состоящих из двух и более одинаковых профилей, поставленных рядом вдоль нейтральной линии, их моменты инерции и моменты сопротивления складываются.

Вместе с тем следует отметить, что более точный расчет на прочность при изгибе тонкостенных конструкций необходимо проводить по главным напряжениям [1-3], то есть с учетом касательных напряжений, которые обусловлены поперечной силой Qz. Надо иметь в виду, что опасные сечения по моменту и поперечной силе могут не совпадать.

Перемещения.

При изгибе балок учитываются два перемещения поперечных сечений: прогиб z – перемещение центра масс сечения по нормали к недеформированной продольной оси и угол поворота сечения ( вокруг поперечной оси, совпадающей с нейтральной линией. Соответственно могут использоваться два условия жесткости балочных конструкций: 

z max ( [z]   (мм);


(35)

( max ( [( ]  (рад).


(36)

Здесь  zmax , ( max – максимальные значения прогиба балки и угла поворота;   [z], [( ] – допускаемые значения, которые зависят только от назначения балочных конструкций, а не от материала. Обычно  z max ⁄ l ( 1 ⁄ 250 ( 1 ⁄ 500 ;    ( max ( 0,0001 (рад), где  l – длина пролета или консоли.

Для определения перемещений при изгибе используется дифференциальное уравнение изогнутой оси балки в виде
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где ЕJy – жесткость поперечного сечения балки при изгибе,        Е – модуль продольной упругости,  Jy – осевой момент инерции поперечного сечения балки относительно нейтральной линии, z”(x) – кривизна балки (величина обратная радиусу кривизны (), Мy(х) – внутренний изгибающий момент.

Последовательное интегрирование уравнения (37) приводит соответственно к уравнениям для определения углов поворота сечений 
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Здесь C, D – постоянные интегрирования. Их физический смысл: С – угол поворота, а D – прогиб балки в начале координат в масштабе жесткости ЕJy, то есть  C=EJy ( (0)  и  D=EJy z(0).  Постоянные интегрирования определяются из граничных условий (условий опирания балок). Для этого выявляются такие сечения балки, где обращается в нуль прогиб или угол поворота. Равенство нулю перемещений, то есть их запрещение, означает наложение на конструкцию связей с появлением соответствующих реакций связей. Так, для наиболее характерных расчетных схем граничными условиями являются: равенство нулю угла поворота и прогиба в сечении жесткого защемления у консольных балок (рис.9) или прогибов на обеих опорах у двухопорных балок (рис.10).

Уравнения (37–39) образуют алгоритм аналитического метода определения перемещений.

Для балок, имеющих несколько участков, с целью упрощения вычислительных процедур в уравнение (37) подставляется выражение внутреннего изгибающего момента для последнего участка (от базового начала координат). При его составлении необходимо выполнить следующие условия:

1. Условно отсеченная часть включает базовое начало координат, которое располагается в крайней точке балки.

2. Все слагаемые моменты от внешних усилий должны иметь сомножитель типа 
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Слагаемое должно сохранять свой вид при переходе с одного участка на другой.

3. Все слагаемые в уравнении моментов при переходе через границы участков должны оставаться в неизменном виде. Для выполнения этого условия оканчивающаяся распределенная сила должна быть преобразована, то есть продолжена до конца балки, а вновь добавленная сила уравновешена равной встречной.  Каждая из этих нагрузок (заданная – продолженная и уравновешивающая) описываются своим слагаемым.

4. Интегрирование уравнений проводится без раскрытия скобок.

Чтобы выражения изгибающего момента и перемещений можно было использовать для любого участка, вводят функциональный прерыватель, предложенный Н.Г. Бубновым, в качестве дискретного сомножителя  
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  . При выполнении условия при прерывателе член выражения используется (умножается на 1), а при невыполнении – не используется (умножается на 0). Записанные таким образом уравнения называют универсальными, так как они справедливы для любого участка. 

Изложенный метод является разновидностью метода начальных параметров, в котором запись ведется без применения прерывателей.

Пример 3.

Для заданной консольной балки (рис.9, а), нагруженной сосредоточенными силами, выполнить расчет на прочность и жесткость.

1. Реактивные усилия.

Реакции связей, то есть реактивная сила и реактивный момент, вычисляются из двух уравнений равновесия: суммы проекций сил на вертикальную ось и суммы моментов относительно точки заделки:

∑Piz = R – P – P = 0; 
→   R = 2P ;
∑M0 = MR – P(l – P(2l = 0;   →   MR = 3P(l .
2. Внутренние усилия.

При построении эпюр внутренних усилий достаточно анализа двух сечений балки (рис.9,а и 9,б).

Первый участок (сечение). Уравнения равновесия в следящей системе координат для левой части :

∑Piz = Qz(x1) – R = 0; 
→  Qz(x1) = R = 2P = const.

∑M0 = My(x1) – R(x1 + MR = 0;   →  My(x1) = R(x1 – MR.
Границы изменения параметра x1 в пределах первого участка составляют  0 ≤ x1 ≤ l .    После подстановки граничных значений в выражение для момента, получим

Мy(0) = - MR = -ЗР(l ;
My(l) = -MR + R(l = -3P(l + 2P(l = - P(l.
Второй участок (рис. 9,б)   0 ≤ x2 ≤ l .
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Рис. 9. Прямой изгиб (к примеру 3):

а – расчетная схема;   б – рассматриваемые отсеченные части;

в – эпюра поперечных сил;  г – эпюра изгибающих моментов;

д – эпюра прогибов
Начало следящей системы координат размещается на свободном краю консоли. Соответствующие уравнения для правой части имеют вид

∑Piz = Qz(x2) – P = 0;
 →   Qz(x2) = P = const ;

∑M0 = My(x2) + P(x2 = 0; →  My(x2) = - P(x2 ;
Мy(0)=0;    Мy(l)=-Р∙l.
По этим уравнениям для рассматриваемой расчетной схемы строятся эпюры поперечных сил (рис. 9,в) и изгибающих моментов (рис.9 г). 

При изгибе более опасным внутренним усилием с точки зрения прочности является изгибающий момент.  Таким образом, опасным в этой консольной балке является сечение жесткой связи, в котором │Mmax│=3Pl .
3. Условие прочности.

Для рассматриваемого примера эпюра максимальных нормальных напряжений качественно повторяет эпюру моментов My (рис.9, г), так как балка имеет постоянное по длине сечение. Условие прочности проверяется для опасного сечения, которое находится в заделке.
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Решение условия прочности относительно внутреннего изгибающего момента приводит к определению допускаемой нагрузки. Для данной расчетной схемы это условие приобретает вид
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Для расчета необходимого размера сечения вычисляется предварительно момент сопротивления
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Подбор номера двутавра или швеллера проводится по таблицам соответствующих стандартов [1,2,3].

Для  простых (нестандартных) профилей необходимые габариты сечения вычисляются с использованием следующих аналитических соотношений:

–   для прямоугольного сечения (рис. 8) со сторонами  b(h  
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–   для круглого сечения
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–   для кольцевого сечения (труба)
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При изгибе в профилях более важную роль для прочности и жесткости играет размер вдоль силы.
В качестве примера рационального подхода при проектировании конструкции положим в рассматриваемом примере   Р=5 кН,  l=1м,  [σ]=160 МПа (рис.9).

Для определения необходимого момента сопротивления используем условие прочности (34)
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Обращаясь к справочным таблицам и принимая во внимание ориентацию осей, определяем необходимый номер двутавра – № 16 с моментом сопротивления  Wy = 109 см3.

Действительная величина напряжений при использовании этого профиля составляет
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То есть условие прочности выполняется.

Проверим возможность применения двутавра меньшего номера – №14 – с моментом сопротивления Wy=81,7 см3.
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Таким образом, величина перегрузки превышает допустимые 5%. 

Ориентация нагрузки параллельно полкам профиля нецелесообразна вследствие резкого увеличения податливости и снижения прочности. Так, в рассматриваемом примере необходимым номером двутавра в горизонтальном положении будет лишь №45 с Wz = 101 см3. При эквивалентной прочности последняя конструкция неэкономична и оказывается в 4,2 раза тяжелее.

4. Перемещения.

Для этой балки (рис.9) уравнение (37) получает вид
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Ограничитель x ≥ l определяет зону действия слагаемого, он аналогичен сомножителю Δ:  при x < l   Δ=0;  при x > l   Δ=1.

Последовательное интегрирование этого уравнения приводит соответственно к уравнениям для определения углов поворота сечений 
[image: image129.wmf])
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 и прогибов z(x). Интегрирование уравнения проводится без раскрытия скобок:
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Находим постоянные интегрирования C,D из граничных условий. В защемлении при х = 0  z'(0) = ((0) = 0,  что означает отсутствие поворота сечения балки в месте жесткой связи и физически связано с появлением реактивного момента MR. Подстановка этого условия в уравнение угла поворота (41) с учетом удаления третьего слагаемого (x = 0 < l)  дает  С=0.  Там же при х = 0 z(0) = 0,  что означает отсутствие прогиба сечения балки в месте жесткой связи и физически связано с появлением реактивной силы R. При подстановке условия в уравнение прогибов (42) с учетом удаления третьего слагаемого константа  D=0.  Равенство констант нулю соответствует их физическому смыслу как нулевому углу поворота (С) и нулевому прогибу (D) балки в начале координат в масштабе жесткости ЕJy .
Для расчета перемещения в заданном сечении в уравнения (41) или (42) подставляется соответствующее значение его координаты х. Так, для расчета прогиба в сечении А (рис. 9, а), необходимо в уравнение (42) подставить x=2l. В этом случае
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Знак минус указывает, что в принятой базовой системе координат z-x балка прогибается вниз. Для построения эпюры перемещений (рис.9,б) в уравнение (42) вводятся последовательно значения параметра x.

Пример 4.

Для заданной балки (рис.10) построить эпюры изгибающих моментов и прогибов.

1. Реактивные усилия.

Уравнения равновесия (моментов) относительно опор составляются как:
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Рис. 10. Прямой изгиб (к примеру 4):

а – расчетная схема;  б – расчетная схема с преобразованной распределенной силой;  в – эпюра поперечных сил;    г – эпюра изгибающих моментов;   д – эпюра прогибов

∑2 M = P(l – q(l 2⁄2 – M + R4(2l + q(l( 2,5l = 0;
R4= – 0,75q(l ,
∑4 M = P(3l – R2(2l + q(l( 1,5l – M + q(l 2/2 = 0;
R2= 1,75q(l .
Проверка:

∑Pz = 0; 
– P + R2 – q(l + R4– q(l =0.
2. Внутренние усилия.

1 участок (левая часть балки): 


x Є [0; l ] , Qz(x) = –P = –q(l/2 = const ,

My(x) = –P(x  (наклонная прямая),
My(0) = 0;  My(l) = –P(l = –q(l 2⁄2.
2 участок (левая часть балки):

x Є [l; 2l ] ,

Qz(x) = –P +R2–q(x–l)  (на эпюре наклонная прямая),

Qz(l) = –P +R2 = 3q(l /4 ,     Qz(2l) = –P +R2 –q(l = –q(l /4 .
My(x) = –P(x +R2 (x–l) –q(x–l)2/2  (парабола выпуклостью 
вверх),

My(l) = –P(l = – q(l 2/2 ,
My(2l) = –P(2l +R2l –q(l 2/2  =–q(l 2/4 .
На этом участке Qz(x) меняет знак, поэтому на эпюре My(x) имеется максимум:

Qz(x m) = –P +R2–q((x m –l) = 0 ,     x m = l+ (–P +R2)/q(= 7l /4 ,
My max= My(x m) = –7q(l 2/32 .
3 участок (левая часть балки): 
x Є [2l; 3l]

Qz(x) = –P +R2–q(l = –ql /4= const,
My(x) = –P(x +R2 (x–l) –q(l (x–3l/2) +M  (наклонная прямая).

С учетом преобразования распределенной силы (рис.10, б) имеем:
My(x) = –P(x +R2 (x–l) –q(x–l)2/2 +M (x–2l)0 +q(x–2l)2/2 ,
My(2l) = –P2l +R2l –q(l 2/2 +M =3q(l 2/4 ,
My(3l) = –P3l +R22l –3q(l 2/2 +M =q(l 2/2 .
4 участок (левая часть балки): 
x Є [3l; 4l] ,

Qz(x) = –P +R2–q(l +R4+ q((x–3l)   (наклонная прямая),

Qz(3l) = –P +R2–q(l +R4= –ql ,
Qz(4l) = –P +R2–q(l +R4+ q(l=0 .
My(x) = –P(x +R2 (x–l) –q(l (x–3l/2) +M+R4(x–3l) +q(x–3l)2/2

(парабола выпуклостью вниз).

С учетом преобразования распределенной силы (рис.10, б)

My(x) = –Px +R2 (x–l) –q(x–l)2/2 +M (x–2l)0 +

+q(x–2l)2/2 +R4(x–3l)++q(x–3l)2/2 ,
My(3l) = –P3l +R22l –3q(l 2/2 +M =q(l 2/2 ,
My(4l) = –P4l +R23l –5q(l 2/2 +M +R4l+q(l 2/2 =0.
Опасным в балке является сечение посередине пролета справа от сосредоточенного момента (рис.10,г), где │Mmax│= My(2l) = 3q(l 2/4 .
3.   Перемещения.

Универсальное дифференциальное уравнение изогнутой продольной оси балки 
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Универсальное уравнение углов поворота сечений
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Универсальное уравнение прогибов
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Используем граничные условия балки (условия на опорах):

z(x=l)=0,     0=D+C·l-P·l 3/6;
z(x=3l)=0,
0=D+C·3l-P·(3l) 3/6+ R2 (2l) 3/6-q (2l)4/24+M·l2/2+ q l 4/24.
C=15q·l 3/48=0,3125 q·l 3;

D=-11q·l 4/48=-0,2292 q·l 4 .

Расчет значений прогибов проведем в табличной форме. 

	x
	0
	0,5l
	1,0l
	1,5l
	2,0l
	2,5l
	3,0l
	3,5l
	4,0l

	D/(q·l4)
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292
	-0,2292

	C·x/(q·l4)
	0
	0,1562
	0,3125
	0,4688
	0,6250
	0,7812
	0,9375
	1,0938
	1,2500

	-P·x3/(6q·l4)
	—
	-0,0104
	-0,0833
	-0,2815
	-0,6667
	-1,3021
	-2,2500
	-3,5729
	-5,3333

	+R2 (x–l) 3/(6q·l4)
	—
	—
	0
	0,0260
	0,2083
	0,7031
	1,6667
	3,2552
	5,6250

	–q(x–l)4/(24q·l4)
	—
	—
	0
	-0,0026
	-0,0417
	-0,2109
	-0,6667
	-1,6276
	-3,3750

	+M (x–2l)2 /(2q·l4)
	—
	—
	—
	—
	0
	0,1250
	0,5000
	1,1250
	2,0000

	+q(x–2l)4/(24q·l4)
	—
	—
	—
	—
	0
	0,0026
	0,0417
	0,2109
	0,6667

	+R4(x–3l) /(6q·l4)
	—
	—
	—
	—
	—
	—
	0
	-0,0156
	-0,1250

	+q(x–3l)4/(24q·l4)
	—
	—
	—
	—
	—
	—
	0
	0,0026
	0,0417

	Σ = z·E·J/(q·l4)
	-0,2292
	-0,0837
	0,0
	-0,0185
	-0,1047
	-0,1303
	0,0
	0,2422
	0,5209


Сравнение эпюр изгибающих моментов (рис.10,г)  и прогибов (рис.10,д) позволяет проконтролировать правильность их построения. На участках, где изгибающий момент положителен, балка изгибается выпуклостью вниз.

Вопросы для самопроверки

1. Какой изгиб называют чистым, а какой – поперечным?
2. Какие балки называют статически определимыми?
3. Как определить изгибающий момент и поперечную силу в каком-либо сечении балки?
4. Какие допущения принимаются при изгибе?
5. Какая зависимость имеется между моментом и перерезывающей силой?
6. Как определить максимальный изгибающий  момент? 
7. Как распределены нормальные напряжения в поперечных сечениях балки?
8. Чему равны напряжения изгиба?
9. Что называется нейтральным слоем и где он расположен?
10. Что называется моментом инерции при изгибе?
11. В каких плоскостях возникают касательные напряжения при изгибе?
12. По какой формуле определяют величину касательных напряжений?
13. Как определить координаты центра тяжести плоской фигуры?
14. Чему равна сумма осевых моментов инерции относительно двух взаимно перпендикулярных осей?
15. Какие оси называют главными?
16. Для каких фигур можно без вычислений определить положение главных центральных осей?
17. Относительно каких центральных осей осевые моменты инерции имеют наибольшее и наименьшее значения?
18. Что называется моментом сопротивления при изгибе? 
19. Как выгоднее нагрузить балку прямоугольного сечения?
20. Как запишется дифференциальное уравнение изогнутой оси балки в общем виде?
21. Как найти постоянные интегрирования и что они  обозначают?
22. Как найти наибольшее значение прогиба?
23. Какой случай изгиба называют косым изгибом?
24. В каких точках поперечного сечения возникают наибольшие напряжения при косом изгибе?
25. Как находят положение нейтральной линии при косом изгибе?
26. Как пройдет нейтральная линия, если плоскость действия сил совпадает с диагональной плоскостью балки прямоугольного поперечного сечения?
27. Как определяют деформации при косом изгибе?
28. Чему равно напряжение в центре тяжести поперечного сечения при внецентренном растяжении или сжатии? 
29. Как находят напряжения в произвольной точке поперечного сечения при внецентренном растяжении или сжатии?
30. Какое положение занимает нейтральная линия, когда продольная сила приложена в вершине ядра сечения?  
31. Какие напряжения возникают в поперечном сечении бруса при изгибе с кручением?
32. Как находят опасные сечения бруса при изгибе с кручением?
33. В каких точках круглого поперечного сечения возникают наибольшие напряжения при изгибе с кручением?
34. Как находится числовое значение расчетного момента при изгибе с кручением бруса круглого поперечного сечения? 

7. НАПРЯЖЕННОЕ И ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ В ТОЧКЕ

Совокупность нормальных и касательных напряжений, действующих по различным площадкам, проходящим через рассматриваемую точку, называют напряженным состоянием в точке.


Необходимо уяснить характер изменения нормальных и касательных напряжений в наклонных сечениях в зависимости от угла наклона при линейном (одноосном) и плоском (двухосном) напряженном состоянии и понятия о главных напряжениях. Пространственный (трехосный) случай напряженного состояния – общий случай напряженного состояния, при котором относительные деформации определяют на основании обобщенного закона Гука. В теории упругости доказывается, что при пространственном напряженном состоянии через каждую точку всегда можно провести три площадки, по которым касательные напряжения равны нулю. Такие площадки называют главными, а нормальные напряжения, действующие на них, – главными напряжениями ((, ((, (( (рис.11). Все три главные площадки взаимно перпендикулярны. Сумма нормальных напряжений, действующих по любым трем взаимно перпендикулярным площадкам, проходящим через рассматриваемую точку, есть величина постоянная. Принято следующее обозначение соотношений между главными напряжениями: ((((((((.
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Рис.11. Главные площадки нормальных напряжений
Касательные напряжения по двум взаимно перпендикулярным площадкам равны по величине и противоположны по знаку. Это свойство обычно называют законом парности касательных напряжений. Наибольшие касательные напряжения равны полуразности главных напряжений и действуют по площадкам, наклоненным к главным площадкам на угол 45( и перпендикулярным плоскости чертежа.


Предельное напряженное состояние в общем случае зависит от соотношения между тремя главными напряжениями. Поэтому в случае сложного напряженного состояния следует найти эквивалентное напряжение, при котором возникает опасность разрушения, и сравнить его с допустимым,  полученным при опыте на растяжение – сжатие.


Таким образом, задача теории (гипотез) прочности состоит в оценке возможности разрушения материала при сложном напряженном состоянии на основании характеристик  материала,  полученных  при простом  растяжении – сжатии. 


При рассмотрении гипотез предельных состояний (гипотез прочности) надо иметь в виду, что они основываются на том, что два каких-либо напряженных состояния считаются равноопасными, если они при увеличении главных напряжений в одно и то же число раз одновременно становятся предельными. В этом случае коэффициент запаса прочности для обоих напряженных состояний в указанных условиях будет одинаковым. Гипотез прочности существует несколько, так как одни дают удовлетворительные результаты для хрупких материалов, а другие – для пластичных. Первая гипотеза прочности – гипотеза наибольших нормальных напряжений, вторая гипотеза прочности – гипотеза наибольших линейных деформаций, третья – гипотеза наибольших касательных напряжений и четвертая – энергетическая гипотеза прочности.

Вопросы для самопроверки

1. Что называют напряженным состоянием в точке?
2. Какие виды напряженного состояния встречаются?
3. Какие площадки называются главными?
4. Какие напряжения называют главными? 
5. Сущность закона парности касательных напряжений.
6. Чему равны наибольшие касательные напряжения и где они действуют?
7. Что называется обобщенным законом  Гука?
8. В чем задача теорий прочности?
9. Какие теории прочности существуют?
10. Как в случае плоского напряженного состояния найти эквивалентные напряжения по третьей и четвертой теориям прочности?
11. Почему существует несколько теорий прочности?
12. Чему равна удельная работа деформаций при объемном напряженном состоянии? 
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1

ЗАДАЧИ К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ

Задача 1. Стальной ступенчатый брус переменного сечения находится под действием продольных сил P1 и Р2. 

Расчетные схемы указаны на рис. 12, числовые данные приведены в табл. П1.1.
Принять модуль упругости при растяжении для стали Е=
[image: image138.wmf]5

10

2

×

 МПа. 

Допускаемое напряжение для стали [(]=160 МПа.
Требуется:

1. Построить эпюру нормальных сил.

2. Для заданной расчётной схемы оценить прочность конструкции и построить эпюру нормальных напряжений.

3. Определить абсолютное удлинение бруса с построением эпюры продольных перемещений.

Таблица П1.1.
	Величина
	Варианты

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	А, см2
l, м

q, кн/м
P1, кН
P2, кН
	4

0,2
10
5
10
	4

0,2
10
5
10
	5

0,2
20
10
20
	5

0,2
20
10
20
	6

0,2
10
20
30
	6

0,2
10
20
30
	7

0,2
20
10
40
	7

0,2
20
10
40
	8

0,2
10
20
50
	8

0,2
10
20
50
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Задача 2. К стальному ступенчатому валу, имеющему сплошное поперечное сечение, приложены четыре момента (рис. 13). Левый конец вала жестко закреплен в опоре, а правый конец свободен и его торец имеет угловые перемещения относительно левого конца. 
Требуется:

1. Построить эпюру крутящих моментов по длине вала. 

2. При заданном значении допускаемого напряжения на кручение определить диаметры d1 и d2 вала из расчета на прочность; полученные значения округлить.

3. Построить эпюру действительных напряжений кручения по длине вала.

4. Построить эпюру углов закручивания, приняв 
G=8(104  МПа.
5. Данные взять из табл. П1.2.

Таблица П1.2.

	Вари-ант


	Расстояния, м
	Моменты, кН(м
	
МПа

	
	a
	b
	c
	М1
	М2
	М3
	М4
	

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9
	1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9
	1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9
	5,1

5,2

5,3

5,4

5,5

5,6

5,7

5,8

5,9

6,0
	2,1

2,2

2,3

2,4

2,5

2,6

2,7

2,8

2,9

3,0
	1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

2,0
	0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0
	30

30

35

35

40

40

45

45

50

50
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Рис.13. Расчетные схемы для решения задачи №2
Задача 3. Для заданной схемы балки (рис. 14) требуется:

1. Написать выражения Qz и My для каждого участка в общем виде.

2. Построить эпюры Qz и My.

3. Найти Mмакс и подобрать стальную балку двутаврового поперечного сечения при (((=160 МПа. 

4. Написать уравнение перемещения балки и построить эпюру прогибов балки. Расчёты значений прогибов привести в табличной форме.

Таблица П1.3.

	Вари-

анты
	Данные величины

	
	l, м
	Изгибающий момент M, кН(м
	Сосредоточенная сила Р, кН
	Равномерно распределенная нагрузка q, кН/м

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	1,0

1,0

1,1

1,1

1,2

1,2

1,3

1,3

1,4

1,4
	7

7

8

8

9

9

10

10

11

11
	20

19

18

16

15

14

13

12

11

10
	22

21

20

19

18

17

16

15

14

13
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Приложение  2

ТАБЛИЦЫ СОРТАМЕНТОВ
	ДВУТАВРЫ                                     ГОСТ 8239-89
СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ           Введен с 01.07.1990
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	Сортамент
	

	
	
	

	
	h – высота профиля;
	J – момент инерции осевой;

	
	b – ширина полки;
	 W – момент сопротивления;

	
	s – толщина стенки;
	 Sx – статический момент 

	
	t – толщина полки 
	       полусечения;

	
	     средняя;
	i – радиус инерции

	№ двутавра
	Размеры, мм
	Пло-щадь сече-ния A
	Мас-са 1м,
	Справочные величины для осей

	
	
	
	
	X-X
	У-У

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	Jx
	Wx
	ix
	Sx
	Jy
	Wy
	iy

	
	
	
	
	
	см2
	кг
	см4
	см3
	см
	см3
	cм4
	см3
	cм

	10
	100
	55
	4,5
	7,2
	12,0
	9,46
	198
	39,7
	4,06
	23
	17,9
	6,49
	1,22

	12
	120
	64
	4,8
	7,3
	14,7
	11,5
	350
	58,4
	4,88
	33,7
	27,9
	8,72
	1,38

	14
	140
	73
	4,9
	7,5
	17,4
	13,7
	572
	81,7
	5,73
	46,8
	41,9
	11,5
	1,55

	16
	160
	81
	5,0
	7,8
	20,2
	15,9
	873
	109
	6,57
	62,3
	58,6
	14,5
	1,70

	18
	180
	90
	5,1
	8,1
	23,4
	18,4
	1290
	143
	7,42
	81,4
	82,6
	18,4
	1,88

	20
	200
	100
	5,2
	8,4
	26,8
	21,0
	1840
	184
	8,28
	104
	115
	23,1
	2,07

	22
	220
	110
	5,4
	8,7
	30,6
	24,0
	2550
	232
	9,13
	131
	157
	28,6
	2,27

	24
	240
	115
	5,6
	9,5
	34,8
	27,3
	3460
	289
	9,97
	163
	198
	34,5
	2,37

	27
	270
	125
	6,0
	9,8
	40,2
	31,5
	5010
	371
	11,2
	210
	260
	41,5
	2,54

	30
	300
	135
	6,5
	10,2
	46,5
	36,5
	7080
	472
	12,3
	268
	337
	49,9
	2,69

	33
	330
	140
	7,0
	11,2
	53,8
	42,2
	9840
	597
	13,5
	339
	419
	59,9
	2,79

	36
	360
	145
	7,5
	12,3
	61,9
	48,6
	13380
	743
	14,7
	423
	516
	71,1
	2,89

	40
	400
	155
	8,3
	13
	72,6
	57,0
	19062
	953
	16,2
	545
	667
	86,1
	3,03

	45
	450
	160
	9,0
	14,2
	84,7
	66,5
	27696
	1231
	18,1
	708
	808
	101
	3,09

	50
	500
	170
	10
	15,2
	100
	78,5
	39727
	1589
	19,9
	919
	1043
	123
	3,23

	55
	550
	180
	11
	16,5
	118
	92,6
	55962
	2035
	21,8
	1181
	1356
	151
	3,39

	60
	600
	190
	12
	17,8
	138
	108
	76806
	2560
	23,6
	1491
	1725
	182
	3,54

	
ШВЕЛЛЕРЫ                                 ГОСТ  8240-97
СТАЛЬНЫЕ  ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ          Введен с 01.02.1998
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	Сортамент
	

	
	
	

	
	h – высота сечения;
	J – момент инерции осевой;

	
	b – ширина полки;
	W – момент сопротивления;

	
	s – толщина стенки;
	Sx – статический момент

	
	t - толщина полки средняя;
	полусечения;

	
	Zo – расстояние от оси 
	i - радиус инерции.

	
	y-y до наружной грани стенки
	

	
	
	

	№ швеллера У
	Размеры, мм
	Площадь сеченияA
	Масса       1 м
	Справочные величины для осей
	Zo

	
	
	
	
	X- X
	У-У
	

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	Jx
	Wx
	ix`
	Sx
	Jy
	Wy
	iy
	

	
	
	
	
	
	см2
	кг
	см4
	см3
	см
	см3
	см4
	см3
	см
	см

	5У
	50
	32
	4,4
	7,0
	6,16
	4,84
	22,8
	9,1
	1,92
	5,59
	5,61
	2,75
	0,95
	1,16

	6,5У
	65
	36
	4,4
	7,2
	7,51
	5,90
	48,6
	15,0
	2,54
	9,00
	8,70
	3,68
	1,08
	1,24

	8У
	80
	40
	4,5
	7,4
	8,98
	7,05
	89,4
	22,4
	3,16
	13,3
	12,8
	4,75
	1,19
	1,31

	10У
	100
	46
	4,5
	7,6
	10,9
	8,59
	174
	34,8
	3,99
	20,4
	20,4
	6,46
	1,37
	1,44

	12У
	120
	52
	4,8
	7,8
	13,3
	10,4
	304
	50,6
	4,78
	29,6
	31,2
	8,52
	1,53
	1,54

	14У
	140
	58
	4,9
	8,1
	15,6
	12,3
	491
	70,2
	5,60
	40,8
	45,4
	11,0
	1,70
	1,67

	16У
	160
	64
	5,0
	8,4
	18,1
	14,2
	747
	93,4
	6,42
	54,1
	63,3
	13,8
	1,87
	1,80

	16аУ
	160
	68
	5,0
	9,0
	19,5
	15,3
	823
	103
	6,49
	59,4
	78,8
	16,4
	2,01
	2,00

	18У
	180
	70
	5,1
	8,7
	20,7
	16,3
	1090
	121
	7,24
	69,8
	86,0
	17,0
	2,04
	1,94

	18аУ
	180
	74
	5,1
	9,3
	22,2
	17,4
	1190
	132
	7,32
	76,1
	105
	20,0
	2,18
	2,13

	20У
	200
	76
	5,2
	9,0
	23,4
	18,4
	1520
	152
	8,07
	87,8
	113
	20,5
	2,20
	2,07

	22У
	220
	82
	5,4
	9,5
	26,7
	21,0
	2110
	192
	8,89
	110
	151
	25,1
	2,37
	2,21

	24У
	240
	90
	5,6
	10,0
	30,6
	24,0
	2900
	242
	9,73
	139
	208
	31,6
	2,60
	2,42

	27У
	270
	95
	6,0
	10,5
	35,2
	27,7
	4160
	308
	10,9
	178
	262
	37,3
	2,73
	2,47

	30У
	300
	100
	6,5
	11,0
	40,5
	31,8
	5810
	387
	12,0
	224
	327
	43,6
	2,84
	2,52

	33У
	330
	105
	7,0
	11,7
	46,5
	36,5
	7980
	484
	13,1
	281
	410
	51,8
	2,97
	2,59

	36У
	360
	110
	7,5
	12,6
	53,4
	41,9
	10820
	601
	14,2
	350
	513
	61,7
	3,10
	2,68
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Рис.12. Расчетные схемы для решения задачи №1





Рис.14. Расчетные схемы для решения задачи №3
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