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Введение


Вычислительная механика как отдельная дисциплина возникла в семидесятые годы прошлого века в связи с бурным развитием электронно-вычислительных машин и резко возросшими требованиями к новым образцам гражданской и военной техники. Высокоточный расчет концентрации напряжений, собственных частот колебаний, динамический анализ процесса распространения трещин, так же как и общий характер напряженно-деформированного состояния, стал необходим при проектировании большинства механических конструкций в машиностроении, судостроении и авиастроении, строительстве и других отраслях производства. Известные аналитические и справочные данные имеют ограниченное значение ввиду разнообразия технологических и проектных решений. Использование для решения указанных задач компьютерных методов математического моделирования позволяет получить подробную и достоверную информацию о напряженно-деформированном состоянии конструкции при произвольной конфигурации рассматриваемого тела и различных типах граничных условий, что может служить основанием снижения коэффициента запаса прочности, рационального перераспределения материала, оптимизации формы конструкции.


В настоящее время под термином “вычислительная механика” стали понимать отдельную научную дисциплину, объединяющую в себе достижения механики сплошной среды, теории приближенных методов решения дифференциальных уравнений и информатики. Ее цель – дать инженерам-конструкторам нового оборудования, машин и механизмов современные компьютерные средства решения стоящих перед ними технических задач. Курсы вычислительной механики включены в учебные программы инженерных специальностей в ведущих университетах России, США, Европы.


Не трудно понять, что вычислительная механика базируется на теоретических законах и уравнениях механики сплошной среды. Именно эти очень сложные дифференциальные уравнения описывают процессы статического или динамического деформирования реальных конструкций и сооружений, которые могут привести к их катастрофическому или, наоборот, желательному разрушению. Решение и подробный анализ этих уравнений позволяют предсказать поведение механической системы (автомобиля, самолета, детали двигателя или стены дома) в реальных условиях работы и нагружения. 


На протяжении многих лет инженеры и исследователи использовали приближенные численные методы механики деформируемого твердого тела для решения разнообразных технических задач. Среди основоположников выдающиеся российские ученые Иван Григорьевич Бубнов (1872 – 1919), конструктор военных кораблей и основоположник строительной механики корабельных конструкций, Борис Григорьевич Галеркин (1871 – 1930), инженер Харьковского паровозостроительного завода, профессор и декан факультета прикладной механики С.-Петербургского политехнического института, Леонид Витальевич Канторович (1912 – 1986), один из основоположников современной вычислительной математики, Владимир Иванович Крылов (1902 – 1994), также один из основоположников проведения широких исследований по вычислительной математике в СССР. Их именами названы широко известные и популярные до настоящего времени приближенные методы расчета. В противоположность точным аналитическим методам, дающим решение задачи в замкнутом формульном виде, численные методы позволяют получить решение задачи только в дискретном числовом виде как решение некоторой эквивалентной системы линейных алгебраических уравнений. Другими словами, любой численный метод, независимо от его особенностей, каким-либо образом сводит исходные сложные дифференциальные уравнения в частных производных, часто нелинейные и нестационарные, с переменными коэффициентами, к обыкновенной системе линейных алгебраических уравнений. Однако точность такой замены, как правило, пропорциональна числу уравнений в результирующей линейной системе. Громадная работа по решению подобных систем с несколькими десятками уравнений и таким же количеством неизвестных отталкивала большинство инженеров, и такими вычислениями занимались лишь немногие ученые, которые, впрочем, разрабатывали всевозможные ухищренные методы, применявшиеся в течение ряда лет. Некоторые из них используются еще и сегодня (Сутвел, Якоби, Гаусс).


Лишь за последние годы методы работы инженеров изменились коренным образом благодаря развитию информатики и возникновению нового поколения компьютерных методов анализа – методов конечных (МКЭ) и граничных (МГЭ) элементов. Специалисты-механики, столкнувшись со сложными задачами расчета конструкций, первыми использовали информационную технику для анализа моделей механических структур (этот факт относится к 1956 году). Современные методы сделали возможным решение самых сложных задач для самых сложных физических моделей. Широкое распространение получили интерактивные программы графического представления информации, позволяющей более компактно описывать геометрические и физические свойства объектов по сравнению с классическими методами. В настоящее время численные методы на базе методов конечных и граничных элементов и интерактивная графическая техника составляют единое целое в программах систем автоматического проектирования. 

В пособии рассмотрены некоторые классические и основные современные методы расчета, широко применяемые в инженерном деле. В частности, рассмотрены методы коллокаций, методы Бубнова​​ ​– ​Галеркина и метод конечных элементов.


Для демонстрации особенностей алгоритмов в качестве примера представлена шарнирно опертая двухпролетная балка. Значительное внимание уделено математической постановке задачи плоского изгиба стержня, физическому смыслу и взаимосвязи основных переменных задачи. Проведен сравнительный анализ рассмотренных численных подходов между собой и с высокоточным решением, полученным с помощью универсального расчетного комплекса ANSYS (ANSYS Inc.). Методическое пособие снабжено вопросами для самопроверки полученных знаний, техническим заданием совместно с примерами расчетных схем и данными для выполнения курсового проекта по первой части предмета «Численные методы механики».

1. Постановка задачи изгиба стержня 

Рассмотрим двухпролетную, шарнирно опертую, нагруженную сосредоточенными и распределенными нагрузками балку круглого поперечного сечения (рис. 1.1). 

Расчетная схема
Согласно постановке задачи расчетная схема представляет собой стержень длиной 3L постоянного сечения диаметром a, шарнирно опертый в трех точках. На стержень действует одна сосредоточенная сила P, один сосредоточенный момент М и распределенная по длине стержня сила интенсивностью q.
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Рис.1.1. Расчетная схема

Исходные данные 

· материал, из которого изготовлена балка – обыкновенная углеродистая сталь имеющая модуль продольной упругости (модуль Юнга) E = 200 ГПа = 2(105 Н/мм2;

· длина участка балки L = 1 м = 1000 мм;

· размер поперечного сечения а = 0,1 м = 100 мм;

· интенсивность нагрузки q = 100 Н/м = 0,1 Н/мм;

· сосредоточенная сила P = 300 Н;

· изгибающий момент M = 200 Н(м = 200(103 Н(мм
Дифференциальное уравнение изгиба стержня

Введем систему координат и сформулируем постановку задачи изгиба стержня в математическом виде. Пусть координатная ось X совпадает с продольной центральной осью балки, а вертикальная ось Y направлена вверх. Пусть также начало системы координат совпадает с центром левого торца балки. Тогда можно записать дифференциальное уравнение поперечного изгиба стержня относительно вертикального перемещения точек центральной оси балки uу(x):
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где 
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 – модуль Юнга стержня; 
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 – осевой момент инерции поперечного сечения стержня относительно оси Z; 
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 – функция перемещения точек стержня; 
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 – интенсивность заданных распределенных поперечных сил, действующих на балку.


В нашем случае к силе 
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 можно отнести распределенную силу интенсивности q, приложенную на втором пролете балки (
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), а также сосредоточенную силу
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, приложенную посередине первого пролета (
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), которую можно представить в виде распределенной нагрузки с помощью дельта-функции Дирака. В результате получим:
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где
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Заметим, что момент сил в выражение заданных распределенных поперечных сил, действующих на балку, не входит и должен быть задан специальным образом в граничных условиях.

Граничные условия


В рассматриваемой задаче граничные условия представлены двумя типами условий. Во-первых, это кинематические условия, наложенные на перемещения точек стержня в опорах:
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Во-вторых, это силовые условия, наложенные на старшие производные от перемещений в граничных точках, выражаемые через внутренние силовые факторы в поперечном сечении стержня – изгибающий момент и поперечную силу. Эти соотношения хорошо известны из теории поперечного изгиба стержня:
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где 
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 – изгибающий момент и поперечная сила в произвольном сечении стержня.

В свою очередь внутренние силовые факторы (изгибающий момент и поперечная сила) в крайних сечениях могут быть выражены через заданные внешние силовые факторы – изгибающий момент в плоскости (XY) и вертикальную сосредоточенную силу вдоль оси Y, приложенные на торцах стержня. Согласно третьему закону Ньютона о равенстве сил действия и противодействия с учетом направления осей выбранной системы координат (XYZ) и правила знаков для внутренних силовых факторов можно записать:
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где 
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 – заданные вертикальные силы на торцах балки вдоль оси Y; 
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В нашем случае силы на торцах стержня не известны, а заданы изгибающие моменты. На левом торце момент равен 
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, а на правом торце момент равен нулю, т.к. имеет место идеальное шарнирное опирание, не препятствующее свободному повороту крайнего правого сечения балки. Поэтому окончательные выражения для силовых граничных условий примут следующий вид:
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2. Приближенное решение и функция невязки
Общая идея всех численных методов состоит в том, чтобы заменить дифференциальные уравнения, описывающие тело с бесконечным числом степеней свободы, на систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), которые бы описывали систему с конечным числом степеней свободы. Существенные отличия численных методов друг от друга обусловлены двумя факторами. Во-первых, видом приближенного решения, т.е. аппроксимирующей функции, которая заменяет собой неизвестное точное решение. Во-вторых, способом минимизации функции невязки, которая опосредованно описывает отличие аппроксимирующей функции от точного решения.


Прямые численные методы, такие как методы коллокаций и Бубнова – Галеркина, требуют удовлетворения всех граничных условий, как силовых, так и кинематических. Поэтому аппроксимирующая функция для прогиба балки будет иметь одинаковый вид для этих численных подходов. Запишем ее в виде полинома шестой степени:
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Перепишем еще раз граничные условия для нашего приближенного решения:
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Подставив аппроксимирующую функцию в граничные условия, получим систему из пяти линейных алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов (0, (1, (2, (3, (4: 
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Решая систему алгебраических уравнений относительно пяти коэффициентов (0, (1, (2, (3, (4, получим следующее выражение для приближенного решения:
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где функции 
[image: image28.wmf]i
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представляют собой полиномы соответственно четвертой, пятой и шестой степени:
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Полученное выражение приближенного решения удовлетворяет всем граничным условиям задачи и записано через оставшиеся два неизвестных коэффициента (5 и (6.

Запишем теперь выражение функции невязки, которая получается путем подстановки аппроксимирующей функции в исходное дифференциальное уравнение:
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Подставив найденное выражение аппроксимирующей функции в выражение функции невязки, получим следующее соотношение:
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где функции 
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 представляют четвертые производные от функций 
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В заключение вычислим момент инерции поперечного сечения  стержня относительно оси Z:
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3. Метод коллокаций с подобластями

Как было отмечено выше, численные методы отличаются способом минимизации функции невязки. В методе коллокаций с подобластями используется условие обращения в нуль интеграла по заданным подобластям 
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Заметим, что мы решаем задачу с помощью второго приближения, это следует из окончательного вида аппроксимирующей функции. В нашем случае номер, или наименование, приближенного решения совпадает с количеством оставшихся неизвестных коэффициентов в выражении аппроксимирующей функции. В общем случае номер приближения – это просто номер в серии последовательных численных решений.

Согласно рассматриваемому методу для нахождения второго приближения, описываемого куском функционального ряда с двумя произвольными коэффициентами,  требуется взять две подобласти. Пусть одна из них охватывает всю длину балки 
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Подставляя выражение функции невязки в интегральное соотношение метода коллокаций с подобластями и учитывая границы выбранных подобластей путем изменения пределов интегрирования, получим следующую систему уравнений для нахождения коэффициентов (5 и (6:
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Преобразуя интегралы от сумм слагаемых, получим систему двух алгебраических уравнений относительно двух неизвестных коэффициентов:
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Вычисляя интегралы, получим СЛАУ с числовыми коэффициентами относительно (5 и (6. Решая ее, найдем значения параметров (5 и (6:
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Подставив найденные значения (5 и (6 в выражение аппроксимирующей функции 
[image: image43.wmf])
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u

, получим приближенное решение для прогиба балки (рис. 3.1). Обратим внимание, что максимальный прогиб балка испытывает посередине второго пролета. Это означает, что наиболее существенным внешним силовым фактором является распределенная поперечная нагрузка, а сосредоточенная сила и момент не оказывают значительного влияния на качественный вид перемещений. В самом деле, суммарная распределенная нагрузка на втором участке равна 200 Н, что меньше, чем сосредоточенная сила на первом участке. Однако распределенная сила действует на втором пролете, который в два раза длиннее, чем первый. Кроме этого, действие сосредоточенной силы взаимно компенсируется действием внешнего момента на левой опоре, поскольку данный момент может быть представлен в виде пары сил величиной 400 Н с плечом 0,5 м, приложенных соответственно вертикально вниз на левой опоре и вертикально вверх посередине первого пролета. Таким образом, на первом пролете фактически действует сила, направленная вертикально вверх и равная 100 Н.

Теперь, зная функцию прогиба балки, можно построить эпюры распределения углов поворота 
[image: image44.wmf])
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(рис. 3.2), изгибающих моментов 
[image: image45.wmf])
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(рис. 3.3) и поперечной силы 
[image: image46.wmf])
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(рис. 3.4) согласно известным формулам теории поперечного изгиба стержня в плоскости:
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Все производные по координате x легко вычисляются в аналитическом виде от  полученного ранее выражения приближенного решения и найденных коэффициентов (5 и (6: 
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Обратим внимание, что наибольший угол поворота возникает на правой шарнирной опоре, где изгибающий момент соответственно равен нулю. На этой же опоре поперечная сила достигает своего максимального значения, которое равно силе реакции опоры согласно третьему закону Ньютона.

Построим также график нормальных напряжений 
[image: image49.wmf])
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на верхних волокнах стержня, т.е. при 
[image: image50.wmf]a
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, где а есть диаметр круглого сечения стержня. Согласно известной формуле вычисления напряжений при чистом изгибе можно записать следующим образом: 
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Результирующий график напряжений согласно расчетной формуле показан на рис. 3.5.

В заключение построим график функции невязки 
[image: image52.wmf])
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, которая потребуется в дальнейшем для сравнительного анализа численных методов (рис. 3.6):
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где fу (x) – интенсивность заданных сил.
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Рис. 3.1. Прогиб балки, полученный методом коллокаций 
с подобластями (единицы измерений перемещения – мм)
[image: image55.png]



Рис. 3.2. Эпюра углов поворота по методу коллокаций с подобластями (единицы измерений угла – рад)
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Рис. 3.3. Эпюра изгибающего момента по методу коллокаций
с подобластями (единицы измерений момента – Нмм)
[image: image57.png]



Рис. 3.4. Эпюра поперечной силы по методу коллокаций
 с подобластями (единицы измерений силы – Н)
[image: image58.png]



Рис. 3.5. Эпюра нормальных напряжений по методу коллокаций 
с подобластями (единицы измерений напряжения – Н/мм2)
[image: image59.png]



Рис. 3.6. Функция невязки, соответствующая методу
коллокаций с подобластями
4. Метод точечных коллокаций
Вместо удовлетворения дифференциальных уравнений в целом попытаемся удовлетворить их лишь в отдельных точках, называемых точками коллокаций. Это означает, что функция невязки обращается в нуль на множестве заранее выбранных точек, лежащих в области определения задачи:
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где 
[image: image61.wmf]i
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– координаты точек коллокаций.

Точки коллокаций могут быть расположены произвольным образом  в области, например, равномерно. Существенным условием корректной формулировки численного алгоритма является только необходимость совпадения числа точек с количеством неопределенных коэффициентов в выражении приближенного решения.
Возьмём из метода коллокаций с подобластями аппроксимирующую функцию, задающую вид приближенного решения и удовлетворяющую всем граничным условиям задачи:
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Для нахождения коэффициентов (5 и (6 методом точечных коллокаций необходимо задаться точками коллокаций. Поскольку неизвестных коэффициентов в выражении приближенного решения два, то и точек коллокаций выбираем две. Пусть это будут середины пролетов балки:
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Выражение функции невязки должно обращаться в нуль в этих точках, что приводит к системе двух уравнений:
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Вычисление функций 
[image: image66.wmf]2
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в точках коллокаций не представляет сложности, поскольку функции заданы непрерывными полиномами от х.  Однако вычисление правой части вызывает определенные трудности, характерные для метода точечных коллокаций.
Рассмотрим выражения заданных сил в точках x1=500 мм и x2=2000 мм:
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Таким образом, сосредоточенная сила приводит к сингулярности в правой части уравнения, что делает невозможным применение метода к задачам, в которых присутствуют сосредоточенные силы. На самом же деле, в реальном мире все силы являются распределенными по области или объему, а понятие сосредоточенной силы есть лишь математическая абстракция. Поэтому используем следующий искусственный прием – распределим силу Р по участку длиной  
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Тем самым мы избавимся от сингулярности и сможем записать основные соотношения метода коллокаций. В результате получим систему двух алгебраических уравнений относительно двух неизвестных коэффициентов:

[image: image70.wmf].

)

(

)

(

,

2

/

)

(

)

(

0

6

2

2

5

2

1

0

6

1

2

5

1

1

q

EJ

x

EJ

x

EJ

a

P

EJ

x

EJ

x

EJ

-

-

=

×

+

×

-

-

=

×

+

×

f

a

f

a

f

f

a

f

a

f


Решая систему, найдем значения параметров (5 и (6:
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Подставив значения (5 и (6 в выражение аппроксимирующей функции 
[image: image72.wmf])
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, получим приближенное решение для прогиба балки (рис. 4.1). Зная функцию прогиба балки, строим эпюры углов поворота 
[image: image73.wmf])
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, изгибающих моментов 
[image: image74.wmf])
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 и поперечной силы 
[image: image75.wmf])
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 (рис. 4.2-4.4) согласно ранее записанным формулам теории поперечного изгиба стержня в плоскости.
В заключение построим график нормальных напряжений 
[image: image76.wmf])
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s

на верхних волокнах стержня и график функции невязки 
[image: image77.wmf])
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 (рис. 4.5-4.6).
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Рис. 4.1. Прогиб балки, полученный методом точечных коллокаций (единицы измерений перемещения – мм)
[image: image79.png]



Рис. 4.2. Эпюра углов поворота по методу точечных коллокаций (единицы измерений угла – рад)
[image: image80.png]-110°





Рис. 4.3. Эпюра изгибающего момента по методу точечных коллокаций (единицы измерений момента – Нмм)
[image: image81.png]1.10°





Рис. 4.4. Эпюра поперечной силы по методу точечных коллокаций 
(единицы измерений силы – Н)
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Рис. 4.5. Эпюра нормальных напряжений по методу точечных коллокаций (единицы измерений напряжения – Н/мм2)
[image: image83.png]



Рис. 4.6. Функция невязки, соответствующая методу 
точечных коллокаций
5. Метод Бубнова – Галеркина
Согласно методу Бубнова – Галеркина для минимизации ошибки численного решения используется условие обращения в нуль интеграла от функции невязки с весами, равными базисным функциям  приближенного решения:
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где 
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 – базисные функции приближенного решения:
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Согласно полученным ранее формулам базисные функции имеют вид:
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Заметим, что базисными являются только две функции 
[image: image88.wmf])
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в выражении приближенного решения 
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, которые удовлетворяют однородным граничным условиям задачи. В отличие от функций 
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 не является базисной и соответствует неоднородной части граничных условий, в данном случае заданному внешнему моменту на левой опоре: 


[image: image92.wmf]111

11

0

(0)()(3)0,

(0)(3)0,

(0).

LL

L

M

EJ

jjj

jj

j

===

¢¢¢¢

==

¢¢

=-



Подставляя выражение функции невязки в основное уравнение метода Бубнова – Галеркина, получим следующую систему уравнений для нахождения коэффициентов (5 и (6:
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Преобразуя интегралы от сумм слагаемых, получим систему двух алгебраических уравнений относительно двух неизвестных коэффициентов: 
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Вычисляя интегралы, получим числовую систему алгебраических уравнений с симметричной матрицей и известным вектором правой части относительно (5 и (6. Решая ее, найдем значения параметров (5 и (6:
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Подставив найденные значения (5 и (6 в выражение аппроксимирующей функции 
[image: image96.wmf])
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, получим приближенное решение для прогиба балки (рис. 5.1). Зная функцию прогиба балки, построим эпюры распределения углов поворота 
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(рис. 5.2), изгибающих моментов 
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(рис. 5.3) и поперечной силы 
[image: image99.wmf])
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(рис. 5.4) согласно записанным ранее формулам теории изгиба стержня.

В заключение построим график нормальных напряжений 
[image: image100.wmf])

(

x

s

на верхних волокнах стержня (рис. 5.5) и график функции невязки 
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(

x

R

 (рис. 5.6).
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Рис. 5.1. Прогиб балки, полученный методом Бубнова – Галеркина (едиицы измерений перемещения – мм)
[image: image103.png]



Рис. 5.2. Эпюра углов поворота по методу Бубнова – Галеркина
(единицы измерений угла – рад)
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Рис.5.3. Эпюра изгибающего момента по методу Бубнова – Галеркина (единицы измерений момента – Нмм)
[image: image105.png]1000





Рис. 5.4. Эпюра поперечной силы по методу Бубнова – Галеркина
(единицы измерений силы – Н)
[image: image106.png]



Рис. 5.5. Эпюра нормальных напряжений по методу

Бубнова – Галеркина. (единицы измерений напряжения – Н/мм2 )
[image: image107.png]



Рис. 5.6. Функция невязки, соответствующая 
методу Бубнова – Галеркина
6. Ослабленный метод Бубнова-Галеркина


Ослабленные формулировки метода взвешенных невязок, примером которых является ослабленный вариант классического метода Бубнова – Галеркина, а также метод конечных элементов, представляют определенную трудность в применении численного алгоритма. Для правильного решения задачи необходимо ясное понимание теории ослабленных формулировок метода взвешенных невязок. 

Рассмотрим основное уравнение прямого метода взвешенных невязок в форме метода Бубнова – Галеркина применительно к задаче изгиба стержня:
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 – весовая функция, l=3L – длина стержня.

Подставляя выражение функции невязки, получим
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Вычислим интеграл от левой части выражения в скобках путем двукратного применения формулы интегрирования произведения двух функций по частям. Получим
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Учитывая выражения для изгибающего момента и поперечной силы в сечении стержня, перепишем последнее соотношение в виде:
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где 
[image: image113.wmf])
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и 
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 – поперечная сила и изгибающий момент в произвольном сечении стержня.

Согласно третьему закону Ньютона о равенстве сил действия и противодействия с учетом направления осей выбранной системы координат (XYZ) и правила знаков для внутренних силовых факторов ранее было записано:
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где 
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 и 
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 – заданные вертикальные силы на торцах балки вдоль оси Y, 
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 и 
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 – заданные моменты на торцах в плоскости (XY) вдоль оси Z.

Следовательно, после подстановки выражений сил и моментов в уравнение получаем
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Согласно граничным условиям функция перемещений u(x) точек стержня в крайних точках x=0 и x=l равна нулю. По методу  Бубнова – Галеркина для задания вида приближенного решения и весовой функции используются одинаковые базисные функции, удовлетворяющие однородным граничным условиям. Следовательно, как нетрудно показать, весовая функция  w(x) в тех же точках x=0 и x=l должна обращаться в нуль. Наконец, на левом торце изгибающий момент 
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, а на правом торце момент равен нулю. Значит, окончательное уравнение ослабленного варианта метода взвешенных невязок для рассматриваемой задачи изгиба стержня примет вид
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Таким образом, основной особенностью алгоритма ослабленных формулировок является то, что для минимизации функции невязки используется преобразованное интегральное уравнение, в котором порядок производной искомой функции понижен за счет применения формулы интегрирования по частям. Данное свойство приводит к двум существенным следствиям. Во-первых, силовые граничные условия фигурируют уже в самом интегральном уравнении и могут быть приближенно удовлетворены в результате его решения. Во-вторых, пониженный порядок производной искомой функции позволяет использовать аппроксимирующие функции меньшего порядка непрерывности. При этом приближенное решение должно удовлетворять только существенным (кинематическим – в механике) граничным условиям, в то время как естественные (силовые – в механике) граничные условия выполняются приближенно в интегральном уравнении ослабленного метода взвешенных невязок.

Используя описанные выше свойства ослабленных формулировок, построим приближенное решение задачи в виде полинома четвертого порядка, т.е. на два порядка меньше, чем ранее использованное приближенное решение для прямых методов. Итак, аппроксимирующую функцию прогиба балки будем искать в виде
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Существенные (кинематические) условия для данной задачи имеют вид
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Подставив аппроксимирующую функцию в граничные условия, получим систему из трех линейных алгебраических уравнений для нахождения неизвестных коэффициентов 
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Решая систему алгебраических уравнений относительно трех коэффициентов 
[image: image127.wmf]012
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,получим следующее выражение для приближенного решения:
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где функции 
[image: image129.wmf]i
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представляют собой полиномы соответственно третьей и четвертой степени:
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Полученное выражение приближенного решения удовлетворяет только существенным условиям задачи и записано через оставшиеся два неизвестных коэффициента 
[image: image131.wmf]3

a

 и 
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Согласно методу Бубнова – Галеркина весовую функцию возьмем в виде, соответствующем виду аппроксимирующей функции задачи, т.е. с использованием тех же самых базисных функций 
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Подставим весовую функцию в интегральное уравнение ослабленного метода взвешенных невязок и сгруппируем слагаемые перед коэффициентами 
[image: image135.wmf]3

b

 и 
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. Поскольку коэффициенты 
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 и 
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 представляют собой произвольные независимые константы, то для выполнения равенства должны быть соответственно равны между собой множители перед коэффициентами 
[image: image139.wmf]3
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 и 
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. В результате из одного интегрального уравнения получим два уравнения:
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Для формирования системы уравнений относительно искомых коэффициентов 
[image: image142.wmf]3

a

 и 
[image: image143.wmf]4

a

подставляем в уравнения выражения аппроксимирующей функции и интенсивности внешней силы:
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[image: image145.wmf](
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После перегруппировки слагаемых получаем окончательное выражение системы алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов приближенного решения 
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 и 
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Заметим, что, как и в случае классического метода Бубнов – Галеркина, матрица коэффициентов имеет симметричный вид.
Вычисляя интегралы, получим числовую систему алгебраических уравнений с симметричной матрицей и известным вектором правой части относительно 
[image: image149.wmf]3
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 и 
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. Решая ее, найдем значения параметров  
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Подставив значения 
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в выражение аппроксимирующей функции, получим приближенное решение для прогиба балки (рис. 6.1). Затем построим эпюры распределения углов поворота 
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на верхних волокнах стержня (рис. 6.2 – 6.5) согласно формулам теории изгиба стержня. В заключение построим график функции невязки 
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Рис. 6.1. Прогиб балки, полученный ослабленным методом 
Бубнова – Галеркина (единицы измерений перемещения – мм)
[image: image162.png]



Рис. 6.2. Эпюра углов поворота по ослабленному методу 
Бубнова – Галеркина (единицы измерений угла – рад)
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Рис. 6.3. Эпюра изгибающего момента по ослабленному
методу Бубнова – Галеркина (единицы измерений момента – Нмм)
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Рис. 6.4. Эпюра поперечной силы по ослабленному методу 
Бубнова – Галеркина (единицы измерений силы – Н)
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Рис. 6.5. Эпюра нормальных напряжений по ослабленному 
методу Бубнова – Галеркина (единицы измерений напряжения – Н/мм2)
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Рис. 6.6. Функция невязки, соответствующая ослабленному
методу Бубнова – Галеркина
7. Метод конечных элементов

В настоящее время метод конечных элементов (МКЭ) является основным средством высокоточных компьютерных расчетов в механике. Несмотря на внешние различия, теория МКЭ основана на ослабленном уравнении метода взвешенных невязок и идее метода Бубнова – Галеркина об использовании одинаковых базисных функций для приближенного решения и весовой функции. Однако принципиальное отличие МКЭ от классических прямых и ослабленных формулировок заключается в том, что базисные функции являются локальными, т.е. заданными в пределах небольших подобластей, называемых конечными элементами. Во всех предыдущих методах и приближенное решение, и весовая функция задавались на всей области определения, т.е. на всей длине балки. 

Данная особенность МКЭ приводит к специфическому виду системы алгебраических уравнений относительно неизвестных параметров, которыми в данном случае выступают перемещения и углы поворота сечения стержня в узлах конечно-элементной модели:
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где K – глобальная матрица жесткости модели; U – глобальный вектор узловых переменных; F – глобальный вектор узловых сил.

Первым шагом алгоритма МКЭ является формирование конечно-элементной модели расчетной области, т.е. множества подобластей, имеющих общие узловые точки (рис. 7.1). В качестве примера разобьем балку на три стержневых элемента е1, е2, е3, имеющих соответственно длины:
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Соответственно, глобальный вектор узловых переменных будет содержать шесть степеней свободы – вертикальные перемещения нейтральной линии балки и углы поворота поперечного сечения в плоскости изгиба в четырех узлах конечно-элементной модели:
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где ui – узловые перемещения; θi  – углы поворота в узлах.
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Рис. 7.1 Расчетная конечно-элементная модель стержня

Согласно общему алгоритму МКЭ вторым шагом является формирование элементных матриц жесткости в соответствии с построенной конечно-элементной моделью. Для линейного стержневого конечного элемента, имеющего по две степени свободы в каждом узле (вертикальные перемещения и углы поворота поперечного сечения), элементная матрица жесткости имеет вид:
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Обратим внимание, что матрица жесткости – симметричная матрица. Кроме того, каждый элемент может характеризоваться своим модулем Юнга E и моментом инерции поперечного сечения J. Таким образом, можно получить элементные матрицы для всех конечных элементов модели с учетом того, что стержень изготовлен из однородного материала и имеет постоянное сечение:
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Заметим, что если модуль Юнга E или момент инерции поперечного сечения J непрерывно изменяются вдоль длины стержня, то для удовлетворительного описания этих изменений может потребоваться большее число конечных элементов. В этом случае E и J можно считать постоянными в пределах каждого элемента, присвоив им среднее значение между  значениями в узлах данного элемента.


Далее элементные векторы узловых сил, статически эквивалентные заданным распределенным нагрузкам, в соответствии с общей расчетной формулой:
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где q – интенсивность заданной распределенной нагрузки вдоль вертикальной оси Y (постоянная в пределах элемента).

Механический смысл этого выражения: первый и третий параметры соответствуют эквивалентным сосредоточенным силам в первом и втором узлах элемента, а  второй и четвертый параметры соответствуют эквивалентным моментам в тех же узлах. Заметим, что так же, как и в случае со стержнем переменного сечения или неоднородного материала, если распределенная нагрузка непрерывно меняется вдоль длины стержня, то для удовлетворительной точности решения может потребоваться более мелкая конечно-элементная сетка, т.е. большее число элементов, образующих конечно-элементную модель задачи. В этом случае интенсивность q  можно считать постоянной в пределах каждого элемента как среднее между  значениями заданной распределенной нагрузки в узлах данного элемента.
Согласно нашей расчетной модели на первом и втором элементах распределённая нагрузка отсутствует, следовательно, компоненты соответствующих узловых векторов будут равны нулю. На третьем же элементе задана распределенная сила постоянной интенсивности, следовательно, соответствующий узловой вектор легко может быть найден по общей формуле. Окончательно, можно записать: 
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Теперь составим элементные векторы узловых сил, статически эквивалентные заданным сосредоточенным силам и моментам. В  часто встречающемся случае, когда внешние силы и моменты заданы в узлах конечного элемента, формула вычисления элементного вектора принимает следующий простейший вид:
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где P1, P2  – сосредоточенные силы вдоль вертикальной оси Y в узлах; М1, М2  – сосредоточенные моменты в плоскости (XY) вдоль оси Z в узлах.

Рассмотрим силы в узлах элементов. Согласно расчетной схеме на первом элементе в первом узле отсутствует сосредоточенная сила, но задан внешний момент в направлении, противоположном оси Y. Следовательно, первая компонента вектора 
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 будет равна нулю, а вторая компонента будет равна М с учётом совпадения направления оси Z и момента. Во втором узле задана сосредоточенная сила Р. Разделим ее между двумя соседними элементами так, чтобы в общем узле первого и второго элементов (х2 = 500) действовали две силы величинами Р/2 каждая, принадлежащие каждая своему элементу. Строго говоря, это сделано только для демонстрации возможностей построения элементного вектора. В противоположном варианте можно было бы считать силу Р, относящуюся только к первому или второму элементу, соответственно, считая что на соседнем элементе в этом же узле сила равна нулю.

Таким образом, получим выражение первого элементного вектора 
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Аналогично рассуждая, запишем соотношения для второго и третьего элементных векторов узловых сил, статически эквивалентных заданным сосредоточенным силам и моментам:
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Рассмотрим сборку глобальной матрицы жесткости (рис. 7.2). Из теории МКЭ применительно к одномерным задачам, таким как задачи изгиба и растяжения стержня, следует, что элементные матрицы преобразуются в глобальную матрицу путем сложения друг с другом со сдвигом, соответствующим одному узлу. В результате применения такого алгоритма получается симметричная матрица с выраженной диагональной структурой, когда максимальные по значению коэффициенты сосредоточены вблизи главной диагонали и многие недиагональные коэффициенты равны нулю. Подставляя числовые значения модуля Юнга, момента инерции сечения и длины элементов в элементные матрицы жесткости и складывая их, получим окончательное выражение глобальной конечно-элементной матрицы модели балки:
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Рис. 7.2 Алгоритм сборки глобальной конечно-элементной матрицы
модели балки
Рассмотрим сборку глобального вектора узловых сил (рис. 7.3). Аналогично методу сборки глобальной матрицы жесткости, глобальный  вектор узловых сил формируется путем сложения друг с другом элементных векторов узловых сил со сдвигом, соответствующим одному узлу.
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Рис. 7.3 Алгоритм сборки глобального вектора узловых сил
модели балки

Складывая глобальные векторы распределенных и сосредоточенных сил, получим в результате глобальный вектор узловых сил, являющийся правой частью системы конечно-элементных уравнений:
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После того как сформированы глобальная конечно-элементная матрица и глобальный вектор узловых сил, необходимо учесть кинематические граничные условия. В нашем случае это заданные нулевые перемещения на опорах, которые совпадают с первым, третьим и четвертым узлами модели:
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В наиболее простом методе наложение кинематических связей в виде заданных нулевых перемещений в узлах может быть осуществлено путём вычеркивания соответствующих строк и столбцов из полной системы конечно-элементных уравнений. Заметим, что для применения этого подхода обязательным является условие совпадения точек, в которых заданы кинематические связи, с соответствующими узлами конечно-элементной модели.
В результате применения данной операции получим систему алгебраических уравнений в матричном виде:
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Решая систему, находим значения оставшихся узловых перемещений и углов поворота. В результате искомый глобальный вектор узловых переменных примет вид
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Узловые переменные, в отличие от неизвестных коэффициентов 
[image: image189.wmf]i
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, сразу позволяют оценить прогиб балки. Однако для построения графиков перемещений, углов поворота, моментов и поперечных сил в сечениях стержня требуется применение интерполяционного соотношения. Напомним, что интерполяционное соотношение связывает узловые переменные, перемещения и углы поворота в случае задачи изгиба стержня с перемещениями во внутренних точках данного конечного элемента, имеющего номер е:
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–  значения прогибов и углов поворота сечения в первом и втором узлах элемента соответственно, 
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– интерполирующие функции, 
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 – локальная координата на элементе.
Интерполирующие  функции  представляют собой одномерные полиномы Эрмита, заданные в локальной системе координат и имеющие следующий вид:
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Подставляя найденные значения узловых переменных [image: image194.wmf]2
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в интерполяционное соотношение для каждого конечного элемента, получим прогиб последовательно для всех элементов, а значит, по всей длине стержня (рис. 7.4). 
Аналогично, поэлементно рассчитываются углы поворота поперечного сечения стержня (рис. 7.5), изгибающие моменты (рис. 7.6) и поперечные силы (рис. 7.7) согласно формулам теории изгиба стержня:
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где
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Изобразить на графике функцию невязки в данном случае не представляется возможным, поскольку она выражена через четвертую производную от приближенного решения, которое тождественно обращается в нуль при выбранных интерполяционных функциях.
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Рис. 7.4. Прогиб балки, полученный методом конечных элементов
(единицы измерений перемещения – мм)
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Рис. 7.5. Эпюра углов поворота по методу конечных элементов
(единицы измерений угла – рад)
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Рис. 7.6. Эпюра изгибающего момента по методу конечных элементов (единицы измерений момента – Нмм)
[image: image200.png]



Рис. 7.7. Эпюра поперечной силы по методу конечных элементов (единицы измерений силы – Н)
[image: image201.png]



Рис. 7.8. Эпюра нормальных напряжений по методу конечных элементов (единицы измерений напряжения – Н/мм2)
8. Сравнительный анализ методов

Приведем основные результаты решения задачи рассмотренными методами в характерных точках стержня (табл. 8.1.).  Дополнительно задача была решена методом конечных элементов с помощью универсального расчетного комплекса ANSYS (ANSYS Inc.) с мелкой сеткой, состоящей из 3000 элементов. Для сравнительного анализа были использованы значения перемещений в точках балки посередине первого и второго пролетов, значения изгибающего момента на левой опоре и посередине второго пролета, значения поперечной силы, возникающей в торцевых сечениях стержня. 


Проанализируем полученные результаты, используя конечно-элементное решение с мелкой сеткой в качестве реферативного.  Во-первых, сразу заметим, что метод точечных коллокаций не может обеспечить достаточной точности численного решения как по перемещениям, так и по силовым переменным. Это известный недостаток метода при малом числе точек коллокаций. Тем не менее при достаточно большом числе точек метод может быть использован при разработке некоторых специфических алгоритмов решения уравнений математической физики, в частности, он применяется в методе граничных интегральных уравнений на этапе формирования системы линейных алгебраических уравнений.


Сравним остальные методы. Заметим, что прямой метод Бубнова – Галеркина дает лучший результат среди прямых численных методов. Это связано с тем, то метод основан на использовании одинаковых  систем базисных функций, как для выбора приближенного решения, так и для выбора весовой функции. Кроме того, согласно принципу построения аппроксимирующей функции прямые методы обеспечивают выполнение всех граничных условий. К сожалению, это достигается за счет существенных вычислительных усилий.


Среди рассмотренных ослабленных формулировок метод конечных элементов является бесспорным лидером ввиду обеспечиваемой высокой точности решения, универсальности подхода и умеренных вычислительных усилий. Пожалуй, единственным недостатком, проявившемся при использовании малого числа конечных элементов, следует признать эффект потери точности при вычислении производных по продольной координате, что существенно, в частности, для оценки изгибающего момента и поперечной силы.

Таблица 8.1. Сравнительный анализ решения задачи изгиба
двухпролетной балки различными численными методами
	Название метода
	Значения искомых функций в характерных точках стержня

	
	u(L/2),
мм
	u(2L),
мм
	M(0),

Нм
	M(2L),
Нм
	Q(0),

Н
	Q(3L),
Н

	Метод

коллока-ций
	0,015
	-0,039
	-200
	96,8
	-163,8
	336,2

	Метод

точечных

коллока-ций
	0,009
	-0,31
	-200
	679
	-3110
	8077

	Метод

Бубнова –
Галёр-кина
	0,012
	-0,022
	-200
	53,5
	-216,1
	70,5

	Ослаб-ленный метод

Бубнова –Галёрки-на
	0,012
	-0,023
	-207,5
	55,1
	-260,5
	127,5

	МКЭ,

3 элемента
	0,0076
	-0,012
	-200
	48,5
	-334,1
	21,1

	МКЭ, 3000 элемен-тов 
	0,0076
	-0,016
	-200
	40,6
	-331,3
	90,6


Вопросы для самопроверки

1. В чем преимущества и недостатки приближенных численных методов по сравнению с точными решениями?

2. Запишите  уравнение плоского изгиба стержня и граничные условия в случае шарнирной опоры, жесткой заделки и свободного конца.

3. Как связан внутренний изгибающий момент и поперечная сила с функцией прогиба стержня?

4. Дать определение аппроксимирующей функции и приближенного решения дифференциального уравнения, описывающего физическую проблему?

5. Какие типы граничных условий должны быть удовлетворены при использовании алгоритмов прямых численных методов и ослабленных численных методов?

6. Дать определение весовой функции и функции невязки?

7. Какой способ минимизации функции невязки используется в методе коллокаций с подобластями и методе точечных коллокаций?

8.  Какой способ минимизации функции невязки используется в прямом методе Бубнова – Галеркина?

9. Что является результатом решения системы линейных алгебраических уравнений, к которой сводится исходное дифференциальное уравнение задачи, в случае использования прямых численных методов? Ослабленного методе Бубнова – Галеркина? Метода конечных элементов?

10. Как построить эпюры углов поворота, изгибающих моментов  и поперечной силы после нахождения приближенного решения задачи плоского изгиба балки?

11. В чем особенность ослабленной формулировки метода взвешенных невязок по сравнению с прямыми формулировками?

12. Можно ли взять приближенное решение, построенное для ослабленного метода Бубнова – Галеркина – в прямом методе Бубнова – Галеркина? Можно ли поступить наоборот?

13. Назовите принципиальное отличие метода конечных элементов от методов, использующих классические прямые и ослабленные формулировки?

14. Запишите вид системы конечно-элементных уравнений и вид элементной матрицы жесткости для стержневого элемента. 

Указания по оформлению задания

1. Задания выдаются для выполнения и принимаются на проверку на семинарских занятиях в соответствии с рабочим графиком учебного процесса, утвержденным деканатом.
2. При выдаче задания обязательно указывается срок его сдачи для проверки.

3. Текущий контроль выполнения задания проводится на семинарских занятиях, самостоятельных занятиях под контролем и на консультациях. По курсу «Численные методы механики» предусматривается промежуточная проверка задания в соответствии с графиком контроля.

4. При проверке задания после установленного срока (без уважительной причины) снижается оценка работы на 25 % или, студент по указанию преподавателей должен решать дополнительные задачи.

5. Студент выполняет тот вариант задания, который указан преподавателем.

6. Расчетно-проектировочное задание оформляется, как правило, в виде тетради форматом А4 (297(210 мм) с обложкой из плотной бумаги.

7. В тетради необходимо указать номер варианта и исходные данные для расчета. В тетрадь должен быть вклеен бланк задания.

8. Текстовая часть работы должна быть выполнена на листах писчей бумаги с полями шириной 30 мм чернилами четко и аккуратно. Каждый пункт должен иметь подзаголовок, называющий содержание данного пункта.

9. При выполнении каждого пункта расчета требуется сначала записать расчетное выражение в буквенном виде, после чего подставить численные значения с согласованием единиц измерения (без их указания) и написать результат с указанием единиц измерения. Можно приводить промежуточные аналитические результаты.

10. Все расчеты должны выполняться с соблюдением правил приближенных вычислений с точностью до трех-четырех значащих цифр. 

11. Решение должно сопровождаться краткими, последовательными и грамотными (без сокращения слов) пояснениями. Необходимо указывать единицы измерения всех величин.

12. При использовании справочных данных необходимо кратко указывать источник информации.

13. Схемы и эпюры должны быть выполнены на листах миллиметровой бумаги (формат А4, 297(210 мм.) карандашом с помощью чертежных инструментов со строгим соблюдением масштаба. Разрешается вклейка распечатки эпюры, если расчеты выполнены на ЭВМ.

14. На расчетных схемах следует проставлять как буквенные обозначения, так и числовые значения размеров, нагрузок, опорных реакций с указанием соответствующих единиц измерения. На эпюрах следует проставлять значения характерных ординат с их единицами измерения.

15. При исправлении ошибок в работе, проверенной преподавателем, не разрешается стирать вопросы и замечания, сделанные преподавателем. Мелкие исправления проводятся в соответствующем месте расчета, а крупные – на новых листах, подшиваемых к тетради.

16. Задание, оформленное с нарушением настоящих указаний, не принимается.
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ПРИЛОЖЕНИЯ
Приложение 1

Расчетно-проектировочное задание
по курсу «Численные методы механики»
для студентов очной формы обучения
Исходные данные: Балка под действием заданных сил. Схема нагружения и числовые значения всех параметров приведены в прил. 2, 3.

ОБЪЕМ ЗАДАНИЯ

ЧАСТЬ 1.
Постановка задачи: уравнения, граничные условия, расчетная схема.

ЧАСТЬ 2.
Решение статической задачи 
· решить уравнение изгиба балки методами коллокаций, прямым методом Бубнова – Галеркина, ослабленным методом Бубнова – Галеркина, методом конечных элементов. Взять два последовательных приближения;
· для каждого метода построить кривую прогибов балки и график функции невязки для второго приближения;
· для каждого метода по второму приближению рассчитать поперечные силы, изгибающие моменты и напряжения в сечениях балки. Построить соответствующие графики;
· найти третье приближение прямым методом Бубнова – Галеркина или МКЭ и принять его за «условно точное решение». Построить график сходимости по перемещениям, углам поворота, моментам и силам;
· провести сравнительный анализ результатов, полученных различными методами (перемещения, углы поворота, изгибающие моменты и поперечные силы в характерных сечениях балки);
· проверить выполнение условия прочности.
ЧАСТЬ 3.
Заключение.
Приложение 2

Образцы расчетных схем
Вариант 1.
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Вариант 5.
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Вариант 6.
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Вариант 7.
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Вариант 8.


[image: image209.emf]2L L L

2q

P P

M


Вариант 9.
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Вариант 10.
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Вариант 11.
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Вариант 12.
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Приложение 3

Таблица исходных данных
	№ п/п
	Номер

варианта схемы
	Материал
	Поперечное

сечение
	Длина

участка
L, м
	Интенсивность нагрузки      q, Н/м
	Сосредоточенная сила
P, Н
	Изгибающий момент

M, Нм

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	1
	Сталь
	Квадрат, а=10см
	1
	250
	P=q*L
	M=q*L2

	2
	2
	Алюминий
	Круг, а=8см
	0,8
	150
	P=q*L
	M=q*L2

	3
	3
	Бетон
	Квадрат, а=5см
	0,5
	100
	P=q*L
	M=q*L2

	[image: image226.emf]aa

4
	4
	Резина
	Круг, а=6см
	0,6
	160
	P=q*L
	M=q*L2

	5
	5
	Титан
	Квадрат,  а=2см
	0,2
	80
	P=q*L
	M=q*L2

	6
	6
	Стекло
	Круг, а=5см
	0,5
	110
	P=q*L
	M=q*L2

	7
	7
	Чугун
	Квадрат, а=10см
	1
	200
	P=q*L
	M=q*L2

	8
	8
	Каучук
	Круг, а=5см
	0,5
	140
	P=q*L
	M=q*L2

	9
	9
	Дерево
	Квадрат, а=10см
	1
	300
	P=q*L
	M=q*L2

	10
	10
	Пластик
	Круг, а=7см
	0,7
	90
	P=q*L
	M=q*L2

	11
	11
	Медь
	Квадрат,  а=9см
	0,9
	160
	P=q*L
	M=q*L2

	12
	12
	Гранит
	Круг, а=4см
	0,4
	180
	P=q*L
	M=q*L2

	13
	1
	Сталь
	Двутавр №12
	1
	250
	P=q*L
	M=q*L2

	14
	2
	Сталь
	Швеллер№10У
	0,8
	90
	P=q*L
	M=q*L2

	15
	3
	Сталь
	Двутавр №12
	1,2
	350
	P=q*L
	M=q*L2

	16
	4
	Сталь
	Двутавр №10
	0,7
	300
	P=q*L
	M=q*L2

	17
	5
	Сталь
	Швеллер №6.5У
	0,8
	50
	P=q*L
	M=q*L2

	18
	6
	Сталь
	Двутавр №14
	1,5
	220
	P=q*L
	M=q*L2


Окончание прил. 3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	19
	7
	Сталь
	Сдвоенный двутавр №10
	1
	380
	P=q*L
	M=q*L2

	20
	8
	Сталь
	Швеллер №8У
	0,8
	50
	P=q*L
	M=q*L2

	21
	9
	Сталь
	Двутавр №14
	1,5
	220
	P=q*L
	M=q*L2

	22
	10
	Сталь
	Сдвоенный швеллер №10У
	0,9
	100
	P=q*L
	M=q*L2

	23
	11
	Сталь
	Двутавр №16
	1
	320
	P=q*L
	M=q*L2

	24
	12
	Сталь
	Швеллер №16аУ
	0,8
	150
	P=q*L
	M=q*L2

	25
	1
	Сталь
	Двутавр №10
	0,7
	120
	P=q*L
	M=q*L2
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26
	2
	Сталь
	Сдвоенный двутавр №12
	1,4
	210
	P=q*L
	M=q*L2

	27
	3
	Сталь
	Швеллер №10У
	0,9
	90
	P=q*L
	M=q*L2

	28
	4
	Сталь
	Двутавр №16
	1,4
	240
	P=q*L
	M=q*L2

	29
	5
	Сталь
	Сдвоенный швеллер №12У
	1
	10
	P=q*L
	M=q*L2

	30
	6
	Сталь
	Двутавр №10
	0,7
	120
	P=q*L
	M=q*L2

	31
	7
	Сталь
	Сдвоенный двутавр №10
	1,3
	180
	P=q*L
	M=q*L2

	32
	8
	Сталь
	Швеллер №5У
	0,5
	50
	P=q*L
	M=q*L2

	33
	9
	Сталь
	Двутавр №14
	1,2
	120
	P=q*L
	M=q*L2

	34
	10
	Сталь
	Сдвоенный швеллер №12У
	1,1
	110
	P=q*L
	M=q*L2

	35
	11
	Сталь
	Двутавр №16
	1
	230
	P=q*L
	M=q*L2

	36
	12
	Сталь
	Швеллер №16У
	1,3
	130
	P=q*L
	M=q*L2
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Приложение 4

Схемы изгибающих моментов и сил на торцах балки в случае плоского изгиба

1. Положительные направления внутренних силовых факторов и соответствующих внешних сил и моментов на левом торце балки.

[image: image214]

Показанный на рисунке внешний изгибающий момент Т на левом торце согласно третьему закону Ньютона равен внутреннему изгибающему моменту Мz при x=0: 


[image: image215.wmf]2

2

)

0

(

)

0

(

dx

u

d

EJ

M

T

z

=

=

.

Показанная на рисунке внешняя вертикальная сила Р на левом торце согласно третьему закону Ньютона равна внутренней поперечной силе Qy при x=0: 
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2. Положительные направления внутренних силовых факторов и соответствующих внешних сил и моментов на правом торце балки.
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Показанный на рисунке внешний изгибающий момент Т на правом торце согласно третьему закону Ньютона равен внутреннему изгибающему моменту Мz при x=l: 
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Показанная на рисунке внешняя вертикальная сила Р на правом торце согласно третьему закону Ньютона равна внутренней поперечной силе Qy при x=l: 
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Приложение  5

Таблицы сортаментов

	ДВУТАВРЫ                                     ГОСТ 8239-89
СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ           Введен с 01.07.1990
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	Сортамент
	

	
	
	

	
	h – высота профиля;
	J – момент инерции осевой;

	
	b – ширина полки;
	W – момент сопротивления;

	
	s – толщина стенки;
	Sx – статический момент 

	
	t – толщина полки 
	       полусечения;

	
	     средняя;
	i – радиус инерции.

	№ двутавра
	Размеры, мм
	Пло-щадь сече-ния A
	Мас-са 1м,
	Справочные величины для осей

	
	
	
	
	X-X
	У-У

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	Jx
	Wx
	ix
	Sx
	Jy
	Wy
	iy

	
	
	
	
	
	см2
	кг
	см4
	см3
	см
	см3
	cм4
	см3
	cм

	10
	100
	55
	4,5
	7,2
	12,0
	9,46
	198
	39,7
	4,06
	23
	17,9
	6,49
	1,22

	12
	120
	64
	4,8
	7,3
	14,7
	11,5
	350
	58,4
	4,88
	33,7
	27,9
	8,72
	1,38

	14
	140
	73
	4,9
	7,5
	17,4
	13,7
	572
	81,7
	5,73
	46,8
	41,9
	11,5
	1,55

	16
	160
	81
	5,0
	7,8
	20,2
	15,9
	873
	109
	6,57
	62,3
	58,6
	14,5
	1,70

	18
	180
	90
	5,1
	8,1
	23,4
	18,4
	1290
	143
	7,42
	81,4
	82,6
	18,4
	1,88

	20
	200
	100
	5,2
	8,4
	26,8
	21,0
	1840
	184
	8,28
	104
	115
	23,1
	2,07

	22
	220
	110
	5,4
	8,7
	30,6
	24,0
	2550
	232
	9,13
	131
	157
	28,6
	2,27

	24
	240
	115
	5,6
	9,5
	34,8
	27,3
	3460
	289
	9,97
	163
	198
	34,5
	2,37

	27
	270
	125
	6,0
	9,8
	40,2
	31,5
	5010
	371
	11,2
	210
	260
	41,5
	2,54

	30
	300
	135
	6,5
	10,2
	46,5
	36,5
	7080
	472
	12,3
	268
	337
	49,9
	2,69

	33
	330
	140
	7,0
	11,2
	53,8
	42,2
	9840
	597
	13,5
	339
	419
	59,9
	2,79

	36
	360
	145
	7,5
	12,3
	61,9
	48,6
	13380
	743
	14,7
	423
	516
	71,1
	2,89

	40
	400
	155
	8,3
	13
	72,6
	57,0
	19062
	953
	16,2
	545
	667
	86,1
	3,03

	45
	450
	160
	9,0
	14,2
	84,7
	66,5
	27696
	1231
	18,1
	708
	808
	101
	3,09

	50
	500
	170
	10
	15,2
	100
	78,5
	39727
	1589
	19,9
	919
	1043
	123
	3,23

	55
	550
	180
	11
	16,5
	118
	92,6
	55962
	2035
	21,8
	1181
	1356
	151
	3,39

	60
	600
	190
	12
	17,8
	138
	108
	76806
	2560
	23,6
	1491
	1725
	182
	3,54


	ШВЕЛЛЕРЫ                                 ГОСТ  8240-97
СТАЛЬНЫЕ  ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ          Введен с 01.02.1998
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	Сортамент
	

	
	
	

	
	h – высота сечения;
	J – момент инерции осевой;

	
	b – ширина полки;
	W – момент сопротивления;

	
	s – толщина стенки;
	Sx – статический момент

	
	t – толщина полки средняя;
	полусечения;

	
	Zo – расстояние от оси; 
	i – радиус инерции.

	
	y-y до наружной грани стенки;
	

	
	
	

	№ швеллера У
	Размеры, мм
	Площадь сеченияA
	Масса       1 м
	Справочные величины для осей
	Zo

	
	
	
	
	X- X
	У-У
	

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	Jx
	Wx
	ix`
	Sx
	Jy
	Wy
	iy
	

	
	
	
	
	
	см2
	кг
	см4
	см3
	см
	см3
	см4
	см3
	см
	см

	5У
	50
	32
	4,4
	7,0
	6,16
	4,84
	22,8
	9,1
	1,92
	5,59
	5,61
	2,75
	0,95
	1,16

	6,5У
	65
	36
	4,4
	7,2
	7,51
	5,90
	48,6
	15,0
	2,54
	9,00
	8,70
	3,68
	1,08
	1,24

	8У
	80
	40
	4,5
	7,4
	8,98
	7,05
	89,4
	22,4
	3,16
	13,3
	12,8
	4,75
	1,19
	1,31

	10У
	100
	46
	4,5
	7,6
	10,9
	8,59
	174
	34,8
	3,99
	20,4
	20,4
	6,46
	1,37
	1,44

	12У
	120
	52
	4,8
	7,8
	13,3
	10,4
	304
	50,6
	4,78
	29,6
	31,2
	8,52
	1,53
	1,54

	14У
	140
	58
	4,9
	8,1
	15,6
	12,3
	491
	70,2
	5,60
	40,8
	45,4
	11,0
	1,70
	1,67

	16У
	160
	64
	5,0
	8,4
	18,1
	14,2
	747
	93,4
	6,42
	54,1
	63,3
	13,8
	1,87
	1,80

	16аУ
	160
	68
	5,0
	9,0
	19,5
	15,3
	823
	103
	6,49
	59,4
	78,8
	16,4
	2,01
	2,00

	18У
	180
	70
	5,1
	8,7
	20,7
	16,3
	1090
	121
	7,24
	69,8
	86,0
	17,0
	2,04
	1,94

	18аУ
	180
	74
	5,1
	9,3
	22,2
	17,4
	1190
	132
	7,32
	76,1
	105
	20,0
	2,18
	2,13

	20У
	200
	76
	5,2
	9,0
	23,4
	18,4
	1520
	152
	8,07
	87,8
	113
	20,5
	2,20
	2,07

	22У
	220
	82
	5,4
	9,5
	26,7
	21,0
	2110
	192
	8,89
	110
	151
	25,1
	2,37
	2,21

	24У
	240
	90
	5,6
	10,0
	30,6
	24,0
	2900
	242
	9,73
	139
	208
	31,6
	2,60
	2,42

	27У
	270
	95
	6,0
	10,5
	35,2
	27,7
	4160
	308
	10,9
	178
	262
	37,3
	2,73
	2,47

	30У
	300
	100
	6,5
	11,0
	40,5
	31,8
	5810
	387
	12,0
	224
	327
	43,6
	2,84
	2,52

	33У
	330
	105
	7,0
	11,7
	46,5
	36,5
	7980
	484
	13,1
	281
	410
	51,8
	2,97
	2,59

	36У
	360
	110
	7,5
	12,6
	53,4
	41,9
	10820
	601
	14,2
	350
	513
	61,7
	3,10
	2,68


P











Z











T





Qy(x)





Mz (x)





Z





X





x->l





Y





Z





Y





55





X





56





P




















M





� EMBED Visio.Drawing.11  ���





2L





L/2





L/2





q





P





� EMBED Visio.Drawing.6  ���





Y











T





� EMBED Visio.Drawing.6  ���





Qy(x)





Mz (x)





x->0





Z





Y





X








56
14

[image: image229.emf]F=

s

f

1

s

f

s

2

f

s

3

_1228660450.unknown

_1252128239.unknown

_1253779998.unknown

_1253781844.unknown

_1253782699.unknown

_1253783338.unknown

_1253783478.unknown

_1254148679.unknown

_1254149250.unknown

_1253783936.unknown

_1253783393.unknown

_1253783326.unknown

_1253782314.unknown

_1253782439.unknown

_1253781858.unknown

_1253780590.unknown

_1253781342.unknown

_1253781605.unknown

_1253781255.unknown

_1253780074.unknown

_1253780574.unknown

_1253780020.unknown

_1253780021.unknown

_1253780010.unknown

_1253776321.unknown

_1253779387.unknown

_1253779943.unknown

_1253779971.unknown

_1253779981.unknown

_1253779959.unknown

_1253779923.unknown

_1253779931.unknown

_1253779937.unknown

_1253779609.unknown

_1253779774.unknown

_1253779127.unknown

_1253779167.unknown

_1253778292.unknown

_1253775577.unknown

_1253776085.unknown

_1253776153.unknown

_1253775692.unknown

_1252128380.unknown

_1252128405.unknown

_1252128264.unknown

_1244784281.unknown

_1251539480.unknown

_1251543473.unknown

_1251543798.unknown

_1252127928.unknown

_1251543771.unknown

_1251543356.unknown

_1251543406.unknown

_1251542549.unknown

_1244871146.unknown

_1244871228.unknown

_1251538908.unknown

_1244871185.unknown

_1244871107.unknown

_1244871123.unknown

_1244784439.unknown

_1244784613.unknown

_1244784308.unknown

_1228735038.unknown

_1228735394.unknown

_1228736086.unknown

_1228740375.unknown

_1231246047.unknown

_1244783980.unknown

_1244784238.unknown

_1244783957.unknown

_1232257146.vsd
L


3


L


2


L


1


u3





u2





u1





u4





y


x



_1231245689.unknown

_1231245998.unknown

_1231245677.unknown

_1228736210.unknown

_1228740323.unknown

_1228736253.unknown

_1228736203.unknown

_1228736011.unknown

_1228736038.unknown

_1228736075.unknown

_1228736026.unknown

_1228735404.unknown

_1228735410.unknown

_1228735398.unknown

_1228735068.unknown

_1228735087.unknown

_1228735389.unknown

_1228735084.unknown

_1228735049.unknown

_1228735062.unknown

_1228735045.unknown

_1228734807.unknown

_1228734839.unknown

_1228734847.unknown

_1228735021.unknown

_1228734843.unknown

_1228734823.unknown

_1228734835.unknown

_1228734815.unknown

_1228734819.unknown

_1228660486.unknown

_1228734780.unknown

_1228734792.unknown

_1228734772.unknown

_1228660478.unknown

_1228660482.unknown

_1228660473.unknown

_1228659700.unknown

_1228659917.unknown

_1228660250.unknown

_1228660262.unknown

_1228660267.unknown

_1228660257.unknown

_1228660200.unknown

_1228660204.unknown

_1228659921.unknown

_1228659901.unknown

_1228659909.unknown

_1228659912.unknown

_1228659905.unknown

_1228659887.unknown

_1228659891.unknown

_1228659736.unknown

_1228659877.unknown

_1228659711.unknown

_1228659552.unknown

_1228659624.unknown

_1228659678.unknown

_1228659691.unknown

_1228659695.unknown

_1228659682.unknown

_1228659663.unknown

_1228659666.unknown

_1228659659.unknown

_1228659573.unknown

_1228659614.unknown

_1228659620.unknown

_1228659588.unknown

_1228659610.unknown

_1228659584.unknown

_1228659567.unknown

_1228659570.unknown

_1228659557.unknown

_1228659118.unknown

_1228659154.unknown

_1228659230.unknown

_1228659238.unknown

_1228659249.unknown

_1228659547.unknown

_1228659246.unknown

_1228659234.unknown

_1228659227.unknown

_1228659128.unknown

_1228659138.unknown

_1228659124.unknown

_1226766107.unknown

_1228659053.unknown

_1228659086.unknown

_1228657666.unknown

_1222591671.vsd
L�

L�

L�

L�

�

�

M�

M�

P�

P�

P�

q�

2q�


_1224335565.vsd
2L�

L�

L�

�

�

P�

2q�

2q�

M�


_1224335608.vsd
P�

P�

�

2L�

L�

L�

M�

2q�


_1225375341.unknown

_1224335648.vsd
�

L�

L�

2L�

2q�

�

P�

M�

q�


_1224335574.vsd
�

L�

2L�

L�

2q�

q�

P�

M�


_1224335443.vsd
�

P�

P�

q�

M�

2L�

L�

L�


_1224335491.vsd
2L�

L�

L�

2q�

�

P�

P�

M�


_1222591703.vsd
L�

L�

L�

L�

�

�

M�

P�

P�

�

2q�


_1222591728.vsd
�

M�

2q�

P�

L�

L�

L�

L�


_1222591621.vsd
L�

L�

L�

L�

�

�

P�

P�

M�

2q�


_1222591649.vsd
L�

L�

L�

L�

�

�

q�

M�

P�

q�

P�


_1087036996

_1222591568.vsd
�

P�

q�

M�

L�

L�

L�

L�

P�


_1087036994

